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本 書 が 属し て いる シリ ー ズ “大 学 へ の 数 学 ニ ュー アプ ロー チ ”" 
は , 姉妹 編 , 数 学 I, 数 学 A の は し が き で 述べ た よう に , ふた つ 
の キー ワー ド の それ ぞ れ に 象徴 され る 次 の ね らい を も っ て いる 。. 

その 第 一 は , 数 学 に 関す る か ぎり 大 学 受験 で の 成功 に 自信 が 持 
て る 学力 を , 将来 の 発展 に つなが る 正統 的 な 勉強 に より 身 に つけ 
よう と する 諸君 の お 役に立つ こと で ある 。. 

第 二 は , その よう な 高い 水準 に 到達 する た め の 読 者 の 負担 が 最 
小 化 さ れる よう に , すなわち , 読者 の 努力 が 効率 よく 活き , 才能 
が 引き 出さ れる よう に 題材 お よび 表現 の 工夫 を こら し て の ニュ ー 
アプ ロー チ (新しい 近づき 方 ) を 提供 する こと で ある 。 


一 流 の 大 学 一 そこ で は 現代 数 学 の 研究 者 で ある 教授 達 が 数 学 の 
出題 を 行なう 一 の 入試 に 関し て は , 高校 数 学 の 範囲 で も っ て も , 
浅 薄 な 「 技 」 や 「 術 」 を 頼る べき で は な く , や は り , 正統 的 な 理 
議 を 理解 し , 筋目 の た だ し い 問 題 解決 力 を 身 に つけ る こと が 成功 
へ の 王道 で ある , また , こう し た 勉強 が 。 理 系 の みな ら ず 文系 の 
諸 専 門 に 進む 場合 に も , これ か ら の 社会 で 尊重 きれ る 数 学 的 な 知 
性 の 育成 に つなが な る は ず で ある 。. 


“東大 へ の 解析 1 , 解析 IL” と し て 誕生 し た , 大 学 へ の 数 学 シリ 
ー ズ は すでに 40 年 余 の 歴史 を 持っ て いる . 幸い に , 大 学 へ の シリ 
ー ズ に こめ た ,” 正統 的 な 勉学 に よる 実力 の 育成 を "” と の 我々 の 主 
張 は 、 進 学校 の 真剣 な 先生 方 の 評価 。 お よび , 気力 と 志 に 富ん だ 
高校 ・ 受 験 生 の 支持 を 一 貫 し て 受け 続け た の で あっ た . "この 伝統 
的 な 長所 は 今回 の シリ ー ズ で も 確保 し た つも り で ある . 

一 方 , セン ター 試験 が 高校 生 の 心配 事 と し て 先行 する 現実 の も 
と で は , 理論 体系 に 忠実 な あまり, あるいは 性 急 な 完全 主義 に よ 
り , 難 行 苦行 を 若い 諸君 に 強い る こと は 酷 で あり , 実際 的 で は な 
い . また , 数 学 の 優れ た 資質 を 備え た 生徒 の な か に も , 大 要 を 先 


W 


に 理解 し て 後に 知識 の 掘り 下げ に 務め る の が 大 成 の 道 で ある タイ 
プ が 少な く な い . ニュ ー ア プロ ー チ か ら 入 る こと を すす め た い 場 
合 で ある . 

紙面 づく り に 関し て も , 視覚 的 な 情報 摂取 へ の 傾斜 が 著しい 今 
日 , 現代 風 な 体裁 に な れ た 読者 が な じみ や すい よう に と の 配慮 か 
ら , “ニュ ー ア プロ ー チ ” で は , A 篇 の 簡素 化 , 活字 の 改善 、 視覚 
的 な 印象 の 重視 , 発展 的 材料 の 巻末 章 へ の 分 離 な ど を 行なっ て い 
る . し か し , 最 重要 部 分 で ある 問題 訪 の B 篇 で は , 従来 の スタ イ 
ル と 性 格 を 維持 し つつ 最近 の 動向 を に らん で の 更新 に 努め た . 


さて , 本 書 の 内 容 は , 数 学 B の 単元 . すなわち , ベク トル と い 
う 概念 を 利用 し た 平面 図形 。 空間 図形 に 対す る 解析 的 な アプ ロー 
チ の 基本 , 複素 数 の 導入 に よる 二 次 方 程 式 の 理論 の 完成 と 高 次 方 
程 式 へ の 発展 。 複素 数 の 幾何 学 的 解決 そし て 数 学 I で 学ん だ 確 
率 の 発展 部 分 で ある . これ ら の 単元 を 学習 する 意義 と 目標 に つい 
て は , それ ぞ れ の 単元 の 導入 文 を 見 て いた だ く と し て , ここ で は , 
これ ら が , いずれ も , 高校 生 諸君 に と っ て , 高校 数 学 の 良さ , 面 
白 さ を 感ずる お こと の で きる 最も 魅力 的 な 単元 で ちる こと を 強調 し 
補 且 きき う 。 


最後 に , 表 だ っ て は 本 書 の 著者 陣 に 名 を 連ね て は いな い が , 本 
書 の 完成 に 対し て , 学識 と セン ス に 基づい て 大 き な 寄 与 を され た 
渡辺 浩 博士 若手 の 才気 と 活力 を 活か し て 貴重 な 寄与 を し て 下さ 
っ た 乙 藤 隆史 さん (東京 工大 ), 元 木 稔 さん ( 海 城 学園 高校 ) に 感 
謝 し た い . また , この 機会 に , 日 本 の 社会 の 命運 に 関わ る 数 学 教 
育 の 重要 性 を 認識 し , 正統 な 数 学 の 学習 を 支援 する 参考 書 の 刊行 
と いう 難 事 を 遂行 し て いる , 研 文 書院 と その 代表 者 飯塚 信之 氏 に 
敬意 を 表す も の で ある . 

1996 年 新春 


本 書 の 特色 


本 書 は , 極め て 個性 の 強い 参考 書 で ある が , その 個性 を 短く ま 
と め る な ら , 


基礎 理論 の 解説 ・ 基 本 概念 の 説明 に 際 し て は , 大 学 の 立場 
に 立っ て 見 て も お か し く な い , きち ん と し た も の を 与え 
問題 演習 篇 に お いて は , 真 に 取り 組む 価値 の ある 良 問 を 理 
論 的 教育 的 配慮 に 基づい て 体系 的 に 精選 ・ 新 作 し , また < な 
ぜ そ の よう に 解く か > が 伝わる よう な 解答 ・ 解 説 を つけ た 


と いう こと で ある . さら に , 検定 教科 書 の 平板 な 叙述 に 飽き た ら 
な い 読 者 の た め に, 


上 級 の 理論 を 視野 に 入れ た 発展 的 解説 を も りこ ん だ 
の も , 他 書 に な い 特 徴 で も ろう. 


本 書 の 利用 法 


1′ A 基 礎 篇 で 知識 を 整理 し た 後に B 篇 の 演習 問題 を 解く の が 
普通 の 学習 の 順序 で あろ う が , 必ず し も これ に こだわ る 必要 は 
な い 。 現在 の 力 に 応じ て , 解け そう な B 篇 の 問題 か ら 手 を つけ 
る の も 良い 方 法 で ある . 


2” B 演 習 問題 の 学習 の 理想 的 な 形 は 。 まず 独力 で 問題 に 向かい , 
その 結果 を 本 書 の 解答 と 比較 する こと で ある . し か し , 読者 の 
現在 の 実力 に よっ て は , まず , 本 書 の 解 を 熟読 し 解法 を 支え 
る 基本 的 な 考え 方 を し っ か り 理 解す る と いう の も ,。 考 えら れる 
使い 方 の 1 つ で あろ う . 実際 , 本 書 で 扱わ れる 問題 と それ に 対 
する アプ ロー チ の 考え 方 が 理解 で きる だ け で 。 大 概 の 大 学 入試 
問題 は , 独力 で 解け る よう に な る は ず で ある . 


WM 


罰 内 容 一 覧 革 


S1 ベク トル 


$2 複素 数 


A 基礎 理論 騙 
回 oN ペー ド らら OO 7/ 
A1.1 ベク トル の 概念 )。。 …… ゥ 
A1.2 ベク トル の 実数 位 。 …… な 
IGE の MI IRMIN 還 We 8 
A1.4 ベク トル の 成分 …… 73 
A1.5 ベク トル の 内 積 。 。 …… 76 
A1.6 位置 ベク トル (平面 ) …… P77/) 
A1.7 空間 の 座標 "。  …… 2 ヶ 
A1.8 空間 の ベク トル …… シル 。 
A1.9 空間 の 直線 ・ 球 。。 …… 37 
回 キー・ ワ ーー ド 0 … 93 
A2.1 複素 数 。 0  …… 9 グ 
20 の 52 ミグ 3 ee 928 
AS 年  5e ッ mp 707 
A2.4 複素 数 平面 。 …… 702 
A2.5 複素 数 平面 と 
複素 数 の 四則 …… 70Z 
A2.6 ドド ・ モ アブ ル の 定理 " …… 777 
A2.7 複素 数 平面 上 の 


図形 の 方 程 式 …… 77 タ 


$3 確率 分 布 


$4 算法 と 
コン ピュ ー タ 


回 


回 


キー・ ワ ー ド 7Z9 
A3.1 条件 つき 確率 …… 750 
32 人 確 水 抹 数 || 756 
ん 83.3。 確率 凛 蒼 。 76Z 
A3.4 確率 変数 の 平均 (期待 値 ) … 759 
A3.5 確率 変数 の 独立  …… 767 
A3.6 確率 変数 の 和 ・* 積 の 平均 …… 762 
A3.7 分 散 ・ 標 準 師 差 。 …… 76 タ 
A3.8 2 項 分 布  -  …… 768 

キー*・ ワ ー ド 。 0 … 202 
A4.1 BASIC の 基本 用 語 _ …… 206 


A4.2 プロ グラ ミン グ の 基礎 ク 09 


M 


久 内 容 


= 


覧 影 B 演習 問題 篇 G27 題 ) 


$1 ベク トル (59 題 ) 


$ 2 


B.101-CB.108 平面 ベク トル の 基本 。 0 …… 36 
B.109->B.110 線型 独立 ・ 基 本 ベク トル …… プク 
B.111--B.115 直線 の ベク トル 方 程 式 。  …… アア / 
B.116~B.128 内積, 直交 条件 ( 平 画 ) ”" …… 57 
B.129-B.136 内積, 直交 条件 (空間 ) ”"”"  …… 62 
B.137-B.138 空間 ベク トル の 基本 。 …… Z の 
B.139->B.143 空間 に お ける 直線 。  …… 7 グ 
B.144-B.151 の SA | ロー SS 7 の 
B.152--B.158 空間 内 の 曲面 (数 B 範 囲 外 ) 。 …… 8Z 
B.159 2 の 作 届 本 由良 記 眼 請 5 92 
複素 数 (30 題 ) 

B.201 複素 数 の 計算 。 …… 720 
B.202 複素 数 の 性 質 。  ……" 727 
B.203->B.206 2 次 方 程 式 ーー 7 ク ク 
B.207 一 B.212 高 次 方 程 式 ・ 因 数 分 解 。 。 …… 725 
B.213 2 次 方 程 式 。  …… 732 
B.214 復 素数 係数 の 方 程 式 の 実数 解 …… 799 
B.215->B.216 複素 数 平面 ※。 0 0 0 …… 73Z 
B.217 0 人 1、 。 ご Cob 2 
B.218 複素 数 平面 と 極 形 式 。  …… 2 
B.219--B.220 2 の 0 72 の 0 III | 73Z 
B.221--B.230 複素 数 平面 と 平面 幾何 。  …… 729 


S3 


$ 4 


S5 


確率 分 布 (24 題 ) 


B.301--B.305 
B.306-B.307 
B.308--B.311 
B.312->B.316 
B.317--B.324 


事象 の 独立 
乗法 定理 の 応用 
条件 つき 確率 
河 化 式 の 利用 
確率 変数 


算法 と コン ピュ ー タ 


(本 セク ショ ン は , B 篇 を も た な い .) 


発展 問題 (14 題 ) 


B.501--B.505 


B.506--B.510 
B.511--B.514 


平面 ・ 空 間 図 形 に 関す る 


複素 数 に 関す る 発展 問題 
確率 に 関す る 発展 問題 


CN ペク トル の 線型 才 傘 WW WWW{〈{WW クタ 6 
C.2 成分 表示 の より 深い 意味 …… レア ん 4 
8 語 ペ ント ツレ クリ EN 靖 語 記入 2 グ 8 
(の ト 間 (還っ グ タ の 
C.5 回 転 曲 面 257 
6⑯0 6Ne0e2A6R II WW 。、。、  。。 252 
67 34 衣 不 等 箋  。 。 。  。。|  。 計 = 25 ダ 
C.8 3 次 方 程 式 の 解 の 公式 (カル ダー ノ の 解法 )  …… 225 
C.9 複素 係数 の 方 程 式 (代数 学 の 基本 定理 ) 。 …… 25Z 
% や の 

訪 pos (フラ ンス 語 で 。 ひ と や すみ の 意味 ) 。。。。 。  …… gp0/ 
> < る % 

人 還 | | |) | 5 。 。.。 meese 259 
が が 


著者 紹介 本 263 


1 」81 ベク トル 


回 キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理論 篇 ) 


ベク トル の 概念 有 向 線 分 。 ベ クト ル 


ベク トル の 相 等 
逆 ベ クト ル 


向き と 大 き さ ゼロ ベク トル 
単位 ベク トル 

| ベク トル の 演算 

| 実数 合 一 | 逆 ベ クト ル の 表現 | 


ベク トル の 向き が 
一 致す る 条件 


4 の 向き を も 
つ 単 位 ベ クト ル 


平行 条件 


際 ベク トル の 向き が 
逆 で ある 条件 


3 点 の 共 線 条件 


| 


つ | 加法 と 減 法 | ベク トル の 分 解 表示 


ーー| ベク トル の 公理 | ゼロ ベク トル の 性 質 
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ベク トル の 大 き さ 


| 演 デ | 


ンコ 


| 成分 に よ る ベク トル の 病 邊 | 


畔 1 | 
ベク トル の 大 き さ の 不幸 式 
内 積 と ベク s 3 
ly | クト ル の 有一 | 直人 | 


つ | 内 積 の 計算 規則 


位置 ベク トル (平面 ) 点 の 座標 と 位置 ベク トル の 成分 
| | ベタ トル o 半 
占 
と 位置 ベクトル 2 点 間 の 距離 
トー | 平行 条件 


meal 


ーー| 分 点 の 位置 ベク トル | 
ーー| 線 分 ・ 直 線 の 表現 


| 図形 の ベク トル 方 程 式 の ドク トル 方 程 式 


直線 の ベク トル 方 程 式 | 


直線 の 媒介 変数 表示 


線 分 の 媒介 変数 表示 


空間 の 座標 と ベク トル 


| 空間 の 護 標 系 | 一 >| 2 点 間 の 中 


了 


| 補間 の ベク トル トー | 平面 の 場合 の 概念 ・ 性 質 の 拡 


ーー- 天 呈 


空間 の 直線 ・ 平 面 ・ 球 


(位置 ベク トル と 座標 に よる 扱い ) 


直線 の 方 程 式 
球面 の 方 程 式 


クタ SI ペン ドク レ 


人 AA1.1 ベク トル の 概念 Ll 


IT. ベク トル の 定義 

平面 内 の 2 点 を 結ぶ 線 分 に 向き を 指定 し た も の を 有 山 線 分 
VS の 

点 A か ら 点 B に 向かう 有 了 向 線 分 を AB と 書く . 

有 向 線 分 は , その 始点 と 終点 と を 指定 する 
と 定まる . いい か えれ ば , 


方 
向 始点 。 方 向 (向き )。 長き 
と を 指定 すれ ば 有 向 線 分 は 定まる . 
に ゴ ッ プ 徐 上 この 3 要素 の うち , 


方 向 ( 向 き ) と 長き 
の み に 注 目 し , 始点 の 違い を 無視 する と き , ベ 
クト ル の 概念 が 得 ら れる . すなわち , 


有 向 線 分 は 1 つの ベク トル を 定め る . た だ し ,。 | 
この 有 了 向 線 分 と 方 向 (向き ) も 長 さ も 等 し い 有 : の ID 
向 線 分 は すべ て 同一 の ベク トル を 定め る も の と 


1" 2 つの 有 向 線 分 に お いて , 始点 が 違っ て いて も , 方 向 (向き ) と 
長き さと が 同一 な ら ば , この 2 つの 有 向 線 分 は 同一 の ベク トル を 定 
め る . し た が っ て 


平行 移動 に よっ て 重ね 合わ すこ と の で きる 有 向 線 分 は , 同 : 
じ ベ クト ル を 表す . 


B 有 了 向 線 分 AB の 定め る ベク トル を , 再び 同一 の 記号 
AB で 表す . 図 の よう に , ABCD が 平行 四辺 形 に な 


804 プ D っ て いる と き に は 。 ベ クト ル と し て 
6 AB=CD, AC=BD 
1 で ある . 
上 


2" 有 向 線 分 AB の 表す ベク トル を と お く と き に 


$1 A 篇 (基礎 理論 ) 3 


本 rate 6 


2ー AB, CD と する と き , トク トル 
2ー』 < 有 向 線 分 AB と CD が 平行 移 | の 相 等 
動 に よっ て 重ね 合わ せ 得 る . 
を つつ AB と CD の 向き も 長 さ も 一 致 
する 


ro ふら ニニ ニニ oe 


3” ベク トル を 文字 で 表す の に 


ニー 議 oi 


の 5。…… の tt… , と,。 りな どの 矢印 付き の 文字 
ある い は , 

の 。 の ,。 本 16 の 5 2 の 内 
を 用 いる . 


高校 レベ ル で は 前 者 の 方 が 普及 し て いる . 
4” 与え られ た ベク トル Z の 向き を 逆 に し た ベク トル を Z の 逆 べ 
クト ル と いい ,。 一 の と か く . 
すなわち ベク トル 2= ニ AB の 逆 ベ クト ル は 一 g 王 BA で ある . 


。 


T. ベク トル の 向き と 大 き さ 


ベク トル を 表す 有 了 向 線 分 が 有 了 向 線 分 AB で ある と き , 
トル Z の 向き 王 有 向 線 分 AB の 向き 
ベク トル の 大 き さ 一 有 了 向 線 分 AB の 長 さ = ニ AB 
と 定め る . また 
ベク トル の 大 き さ = テ |Z| 
と いう 記号 で 表す . ( 


ベク トル の 向き と 大 き さ 


1 ベク トル の 大 き さ の こと を ZZ の 長 さ と いう こと も ある 。. 


4 S 山 本 ペク トク レ 


皿 . ゼロ ベク トル 


始点 と 終点 と が 一 致し た 有 向 線 分 AA の ES22 
定め る ベク トル は 大 き さ が 0 の ベク トル で あ ! 
る . これ を ゼロ ベク トル と いい , 
0 また は 0 
で 表す . すなわち , 


1* |0| ニ 0 で ある . また , |2|= ニ 0 な ら Zー0 で ある . 
すなわち , 
2=0 と を っ 12|=0 
2" ゼロ ベク トル 0 の 方 向 は 定め られ な い . 


IV. 単位 ベク トル 


大 きき が 1 の ペク トル を 単位 ベク トル と いう . | 単位 ベク トル 


1" 2Z が 単位 ベク トル を |2| テ 1 
し た が っ て , いろ いろ な 方 向 の 単位 ベタ トル が 
ある . 
た だ し , 向き を 指定 すれ ば , 単位 ベク トル は 一 
通り に きま る 。 


自 意 平面 の ベク トル と 空間 の ベク トル 

この 章 で の よう に , ベク トル を 考え る に 当っ て , それ ら を 定め る 有 
向 線 分 が すべ て 同一 平面 上 に ある も の に 限る と き は 平面 の ベク トル 
を 考え て いる こと に な る . これ に 対し て , 空間 内 の 有 向 線 分 の 定め る 
ベク トル を 空間 ベク トル と いう が , これ に つい て は A1.7 以降 で 学 
2 
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公 1. 尻 ベク トル の 実数 倍 N 


T. ベク トル と 実数 と の 積 


ベク トル 


を 実数 。Z を ベク トル と する と き ,。 そ 
[定義 ] 実 2 を べ 0 


の 積 4Z を 次 の よう に 定め る . 
(1) 2 が 0 で な いと き , 
1i ) た >0 な ら ば , 太 は の と 同じ 向き で , 大 
き さ が 紳 2| に 等 し い ベ クト ル で ある . 
i) を 一 0 な ら ば , 太 = ニ 02=0 
近 ) を <0 な ら ば , 記 は Z と 反対 向き で , 大 
き さ が | ん ||Z| に 等 し いらい ベク トル で ある . 
(2) 2 が 0 の と き , ん が 何で あっ て も 
= ん 0=0 


1? ベク トル 礁 の こと を , ベ クト ル 2 の た 倍 と も いう . 記 の こと 
を た 2 と 書く こと も ある . 
一 方 , 2 を と いっ た 書き 方 は し な い . 
2" [ 例 」 


グ グ ッッ Co 


3" (1)2 を 上 の 定義 に 従っ て 考え る と 。Z の 逆 ベ クト ルー と 
一 致す る . すなわち 


(1g ニ ーg 
な お , 次 の 等 式 も 明らか で ある . 
1g ニ g 
4′ ベク トル の 実数 倍 の 大 き さ に つい て は , 次 の 公式 が 成立 する . 
| 任意 の 実数 4。 任意 の ベク トル Z に 対し て 
[ |=|4|2| 


ここ で |42|, 12| は ペク トル 刀 , の の 大 き さ を 表し , | | は 実数 
ん の 絶対 値 を 表す . 


6 $S1 ベク トル 


5" ム , 2 を 任意 の 実数 と し , Z を 任意 の ベク トル と する . この と き , 
ベク トル 2 の gg 倍 で ある (28) ゐ る 
ベク トル gZ の / 倍 で ある が (eZ), 
ベク トル 8Z の og 倍 で ある eg(82), 
の 3 つの ベク トル は すべ て 等 し い . 
すなわち 
(eZ)e(Z)=(g8)Z 
6" が 0 でない ぃ 実数 と する と き 。, 実数 を に よる ベク トル の “割り 
算 ” を 次 の よう に 定義 むす る. の が ベク トル の と き 


を (3 


7* “割り 算 " は , 次 の よう な 使い 方 に お いて 実践 的 
で ある . 


g の 向き を も つ 単 位 ベ クト ル 


HH. ベク トル の 実数 倍 と ベク トル の 向き 
正 の 定数 を に 対し て 2 と 2 と は 向き が 等 し い . 逆 に Z と 向 
き が 等 し い ベ クト ル は この よう に 表 さ れる 。 
すなわち 
2 の が 0 ベク トル で な いと き 。 
2Z, ヵ の 向き が 一 致 する と - 全 5 ぢ = と な る 正 数 
ん が 存在 する . 
ぐう 2ー/5 と な る 正 数 
7 が 存在 する . 


ベク トル の 向き が 一 致す る 条件 
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次 に , の の が 0 で な いと き , 2 と 6) の 向き が ちょ うど 逆 
に な っ て いる た め の 条 件 は , 一 方 が 他方 の 負 の 実数 倍 に な っ て 
いる こと で ある . 

すなわち , 


2。 の の 向き が 逆 で ある と - 全 ぢ = 太 と な る 負数 
を が 存在 する . 

を っ 2ー/5 と な る 負数 
7 が 存在 する . 


ベク トル の 向き が 逆 向き で ある た め の 条 件 


さら に ,。 0 で な い 2 つの ベク トル る ぢ に つい て 

の の の 向き が 一 致す る か 。 また は , 逆 向き で ある 
き 

“2 ら は 平行 で あわ る” と いい 。Z/5 ぢ と 書く 
GS の Os 請 で の (の の どら 


。 の が 0 で な いと き 
Z グ 5 を - つ ぢ = ニ と な る , 0 で な い 実 数 
を が 存在 する . 


SQ! 


平行 条件 


1′ 異な る 2 点 A, B を 通る 直線 を 考え る . 


この 


直線 上 の 任意 の 点 を P と し て , ベク トル AB, 


AP を 考え る と, P 
P キ A な ら oe 1 
P テ A な ら AP= テ 0= テ 0AB 

で ある 。 し た が っ で 


AP= ヶ AB を 満た す 実 数 を が 存在 する … 
どど (人 が る 


9$ SI 語 2 ペ ンド め レ 


逆 に 。 ある 点 P に 対し て 式 が 成立 する な ら ば , 
を キ 0 な ら 2 
を 三 0 な ら  Pー ム A 

と な る の で ,P は 直線 AB 上 の 点 で ある . 


6 Po と あー・ ト ーーー PE 半 衝 古 

| 2 点 A, B を 結ぶ 直線 上 に 点 P が ある . | 3 点 の 共 線 
( 下 -iA 所 
を 満た す 実 数 ん が 存在 する 。 


2" 上 記 に お いて ,。 ん の 値 に ,。 た と えば , “0 くく 1” と いう 制限 を 
つけ る と , “2 点 A, B を 結ぶ 線 分 (端点 を 除く ) 上 に 点 P が ある ”" 
条件 と な る . 


代 1. 記 ベク トル の 和 


IT. ベク トル の 加法 


[定義 ] 任意 の ベク トル 2 に 対し て , と 5 と の 和 
2 十 ) と は , 次 の よう な ペク トル で ある . 


。 ベク トル の 和 の 


= | 
半 ゆ で の の 人 APT BC 一 人 AC や 。 。 | 定義 の 別 の 表現 
と 書く こと も で きる . 左辺 の 2 個所 の B を “接着 剤 " と し て 右辺 
が 得 ら れ て いる 。. 


2" ゼロ ベク トル 0 に つい て は 。 6Z を 任意 の ベク トル と し て 
2+0 王 2, 2 十 ( 一 の ) テ 0 
が 成り 立つ . 
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ピコ 


3” 2 ち を 任意 の ベク トル と し て 
Z 十 5ー5+ み 
が 成り 立つ . 
この こと は 右 の 図 か ら 読み と れる . 
な お , この 図 は , 2, 2 を 表す 有 了 向 線 分 を 2 
隣 辺 と する 平行 四辺 形 を 作る と , その 対角線 が 
Z 十 5 を 表す こと を 示し て いる 。 A 
この 作図 法 を “ベク トル の 平行 四辺 形 に よる 
合成 ” と いう . 


4" 3 個 以上 の ベク トル の 和 を 考え る こと が で き 
る . 
2, の , c を 任意 の ベク トル と する と き , 
2 十 5 と c と の 和 (2Z 十 ヵ ) 十 で 
お よび 
Z と ちと と の 和 2 十 () の 
が 考え られ る が , この 両者 は 等 し い . 
すなわち , 
(2 二 5 ぢ ) 十 c=2 十 ( ぢ の) 
で ある ( 右 の 図 参照)、 
この よう に , 2 5, と の 3 ベク トル を 加え た 結果 は , 加え る 順 
序 に 影響 され ん ない. そこ で , 2, ぢ , と の 和 を , 加え る 順序 を 指定 
せ ず に , 2 十 十 C と 書い て も よい こと に な る . 
Z 十 ち 十 c 三 (2 十 ) 十 c テ 2 十 ( ぢ 二 の ) 


(。+5 め ) 二 c=g 十 (5 十 <) 


5? を 任意 の 実数 , 2, 5? を 任意 の ベク トル と 
する と き , 
e(Z2 十 ちり )= テ gg 十 @ ひ 
が 成り 立つ . 
右 の 図 か ら , g>0 の 場合 に つい て 上 式 が 成 
立 す る こと が 次 の よう に し て 読み と れる . 
2ZーOP, 5= ニ PR の と き ,。 へ OPR を 。 倍 に 
相似 拡大 し て へ OQS を つく る と , 
eZ2 三 0G), 2Z ぢ =QS 
和 の 定義 と 三角 形 の 相似 か ら , 


7 の $1 ベク トル 

OR=Z+ ぢ , 0S= ニ gzOR か つ OS=0Q+GQS 
で ある 。. 
SG IL 

g(Z 十 の)OS テ gg2 十 @ の . 
6" , を 任意 の 実数 Z を 任意 の ベク トル と し て 

(。 十 の 2 テ 62 十 2 

が 成り 立つ . 


ル . ベク トル の 減 法 
2, ヵ を 任意 の ベク トル と する と き , に 5 の 逆 ベ クト ル 
ー ぢ を 加え る こと に より 一 を 定義 むる. すなわち , 


ベク トル 
の 減 法 


[定義 | 2- ぉ =Z2 十 (一) に より , 
を 定め る. 


2" テー2ー/ と お け ば , ヶ は 十 5 テ g の 解 で ある (上 の 図 か ら 
も わか る ). すなわち , 減 法 は , 加法 の 逆 演算 で ある . 


3" 2ー2ー0, 2-0= ニ 2 0-2 ニ ーgZ が 任意 の 6 に 対し て 成り 立つ . 
皿 . 三角 不等式 
次 に 。2 つの ベク トル の 和 の 大 き さ と , それ ぞ 
C れ の 大 き さ の 和 と の 関係 を 調べ よう . 


ベク トル の 和 の 作図 法 と , 三角 形 の 辺 の 長 さ 
の 満た す 不 等 式 を 結び つけ る . すなわち , 
AB=|2|, BC=| 5 | 
AC=|Z 十 | 
に 対し 
ACsAB+BC 
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が 成立 し て いる . これ ら か ら , 次 の 関係 が 得 ら れる . 


の EDN ー マ ク トル の 
2 ホ 軸 敵前 間 | の 
が 成り 立つ . 
等 号 が 成立 する の は , 


1i) る 5 ぢ の 少な く と も 一 方 が 0 
ji) Z と 5 の 向き が 一 致す る 
の いずれ か の 場合 で ある . 


IWV.、 ベク トル の 演算 に つい て の 基本 公式 
以上 で の べた ベク トル の 性 質 を 計算 の 基本 公式 と し て ま と 
め る と ,。 次 の よう に な る 。. 


[定理 ] 2 8, c の 任意 の ベク トル , go, / を 任意 の 実数 と 
し て , 次 の 等 式 が 成立 する 。 


(1) 2+2=6+Z ( 和 の 交換 法則 ) 
(2②) (2+ の +c=Z+(6+ の ) ( 和 の 結合 法則 ) 
(3) z(2+ の =c2+@ の 5 (分 配 法則 1 ) 
(4) (ez+ の 2=ーg2 二 8Z (分 配 法則 TI) 
(5) g(82)=(<8)2 (係数 結合 法則 ) 
(6) 12=Z (係数 結合 法則 ) 
(⑦ Z 

8 
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ゼロ ベク トル 


2+0=6+Z=Z 20 


2) 02-ーZ 


(3) 2+( の =Z-g=0 
Z は 任意 の ベク トル , は 任意 の 実数 


ィ 7 タ Sil 議 NZ ドレ 


V. ベク トル の 分 解 表 示 
どちら も 0 で な く , また , た が い に 平 行 で な い 2 つの ベク 
トル る ひ を 固定 し て 考え る . 
この と き , 次 に 説明 する よう に 任意 の ベク トル ヵ は , 適当 な 
実数 g。 # を を らぶ こと に より 
示 三 978 の IE 。 。 | 上 還 こ 。 。 Eee ① 

の 形 に 表 さ きれる. この 表し 方 を ,。 ヵ の 2, 6 の 方 向 へ の 分 解 と 

いう こと こと が ある . 

[説明 ] 

P 平面 に 点 O を 定め , 3 点 A, B,P を 
OA= の OB= 5?,。OP= ヵ 
と な る よう に 取る . 

P を 通り , 直線 OB( 直 線 0A) に 平行 な 直 
線 が 直線 OA( 直 線 OB) と 交わ る 点 を M(N) 
た 005 

ヵ ー0P=OM+ ON 5 の) 

一 方 , M が 直線 0A 上 に ある か ら , OM ニ ZOA と な る よ 
うな 実数 。 が 存在 する . 

同様 に 。N が 直線 OB 上 に ある か ら ON=2OB と な る 
よう な 実数 / が 存在 する . 

よっ て , これ ら を ② に 代入 する と ① が 得 ら れる の で ある . 


M 


1? た と えば , P が 図 の [II] の 部 分 に あれ 
ば , OM は OA と 向き が 逆 で ある か ら 。 
g ぐ 0 で ある . 

すなわち , P が [II] に ある と き は , 

@ ぐ 0。 >0 

で ある こと が わか る . 

P が 他 の 部 分 に ある と き の e, / の 符 
号 は 図 に 記入 し た 通り で ある . 

さら に , P が 直線 0A 上 に ある と き は 
/ー0, 直線 OB 上 に ある と き は g= テ 0 
で ある こと も わか る . 

と くに だ に , P が 0O と 一 致す る と き に 限っ 
て gg 一 0 と な る . 
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すなわち ① に お いて 
gg 填 85ー0 を っ eg テモ 0 0 hm (*) 
で ある . 


2* 上 の (*) が 成り 立つ と き , 2, 2 は, 一 般 論 で は 線型 独立 で あ 
る と いわ れる (r 誤 " B.110). 0 で な く , た が い に 平行 で な い 2 つの 
平面 の ベク トル は 線型 独立 で ある と いう こと に な る . 

な お , 2, ひ が 線 型 独立 な ら ば 

〆ー ア 
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で ある . し た が っ て , 任意 の ベク トル ヵ を ① の 形 に 分 解 し た と き 

の 係数 は の に よっ て 一 通り に きま る . 


2 に OO 5 | 


人 AA1. 外 ベク トル の 成分 M 


1 . 成分 表示 と 基本 ベク トル 表示 

平面 に 図 の よう な zz 座標 軸 を 取り 原点 を 
O と する . 

いま , ベク トル ム , @ を 
ム るー" ァ 軸 の 正 の 向き を も つ 単 位 ベ クト ル ” 
@ デ " ヶ 軸 の 正 の 向き を も つ 単位 ベク トル ” 
と お く . この ム , @ を それ ぞ れ ヶ 軸 方 向 , 2 軸 
方 向 の 基本 ベク トル と いう . 基本 ベク トル 
を 用 いて , 任意 の ベク トル を 分 解 表 示し よう . 
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2 点 色 , Ez を Ei(1, 0), Ez(0, 1) と すれ ば , 
る =OE,, みる = テ OE。 
で ある . 
さて , この 平面 の 任意 の ベク トル Z が 与え られ た と き , 点 P 
を 2 一 OP と な る よう に 取る . P の 座標 を (, gs) と お 
く . すなわち ,P=P( み , ). 
P か ら y 軸 , ヶ 軸 に それ ぞ れ 下 し た 垂 線 の 足 を M。N と す 
れ ば , M, N の 座標 は , 
M=M(g, 0), N=N(0, 2) 
し た が っ て , ベク トル の 実数 倍 の 定義 に よれ ば 
OM= ム 6 ON= ニ のみ @ 
また , ベク トル の 和 の 定義 に よれ ば , 
OP=OM+MP=OM+ON 


0 
2 みみ 十 の @6 。 。  … の et ① 
① を ベク トル Z の 基本 ベク トル 表示 と いう . また ,。 係数 
4。 み を の 成人 ヶ 肌 分 と いう . 


際 基本 ベク トル 
任意 の ベク トル Z は, 
[定理 ] 任意 900 グ No 索 示 と 成分 


6 一 の 6 十 22@> 


(。 @ は 6 で 定まる 定数 ) 
と 基本 ベク トル 表示 され る . 


1* 座標 平面 の 2 点 Pi(, 編 )。Pz(zz。) が 与え を られ る と き , ベク 


トル PiP。 の ヶ 成 分 は zz 一 m, ? 成分 は ゅ 一 で ある . し た が 


っ て PiP。 一 (一刀 ) 十 (あー か )@ 


[定義 ] 平面 の ベク トル Z の 基本 ベク トル 
表示 が 

2 の 十 の の 
で ある と き 。Z を 簡単 に 

の の 0 二 ニ ーーー  eeoc ② 
で 表す . 
これ を Z の 成分 表示 と いう . 


P。z (xs, 》z) 


ベク トル の 成分 表示 
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2" 2ー( み , gz) な ら ば , 図 に お いて 
12|=|OP|= ソ 27T 9 


P(ai, gz ) 
・ すなわち 。 


[定義 2 デ (, の ) 三 の @ 二 の @ 
で ある と き , の 大 きき さき |Z| は 


|Z| ビ Yo 十 gz* 


12|=YgT の 
で 与え られ る . 
成分 表示 と ベク トル の 大 き さ 


ず [ Z 王 (2 の 2), ヵ =( め , の ) 成分 表示 と ベク 
と お け ば , 2 人 
iA ニ / 
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4” と くだ ら & み =ー(1。 0)。@=(0, 1), 0=(0。 0) 
5? の 成分 。 2 成分 が それ ぞ れ の, g。 で ある こと を ② の よう に 


書く か わり に 
2 (②⑳) 
の 三 
の 2 


と “ 縦 書き ” する こと が ある . この よう に 成分 を 縦 書 き し た ベク 
トル を , 縦 ベ クト ル , それ に 対し て ② の よう に 成分 を 横書き し た 


ベク トル を , 横 ベ クト ル と よぶ . 
高校 で は , 横 ベ クト ル で 表す の が ふつ う で ある が , 場面 に よっ 


て は ,。 縦 ペ クト ル で 表す 方 が 便利 な こと も ある . 


I. ベク トル の 成分 に よる 演算 


[定理 ] 6 
(1) 2ー(, @) の と き , は 任意 の 実数 と し て Si 


太 ニ (4, 42) 


(2) Zー(。 2, 5ー( ム , の ) (の 性 訪 5 
1) Z 二 5ー( 必 十 か , の 十 の ) 
ii ) 2ー の 三 ( カ ムー の, gg 一) 
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1” 1) の 特別 の 場合 と し て 
Z 三 (。 の ) の と き 一 2 ニテ (一 。 一 の ) 
2" た と えば , (2) の i ) が 成り 立つ こと を 見 る の に は , 
2 の の 十 の の 。 6ー ム る 十 あ み 
を 加え て 
Z 十 ヵ = テ (みち )6 填 (2 十 め )@ 
を 導 け ば よい . 


人 1. 局 ベク トル の 内 積 


I. 内 積 の 定義 
0 で な い 2 ベク トル ぢ の な す 角 の と は , 点 O, 
か A,B を OAーZ OBー ) と な る よう に と っ た と き 
の AOB の こと で ある 。. 
た だ し , の の 範囲 を 0? ミ 9<180" に と る こと に す 
る . 


内 積 の 定 
義 と 記号 


[定義 ] 2 の が 0 で な いと き , ゐ ぢ の 内 
の 2・ の と は , 実数 
みち 三 |Z 中 ) |cos 9 
の こと で ある . た だ し , の は る 2 の な す 角 
で ある . 
また 。 2 の の いずれ か が 0 の と き に は , 
の 5 の 内 積 2. ぢ は 0 と 定め る . 
すなわち , 


1" ゐ ちの 内 積 を 表す 記号 と し て は , 2・ 7 の 他 に 。 (2, /) も 用 い 
られ る . 
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2” [ 例 ] 1 辺 の 長 さ 2 の 正三 角形 ABC の 辺 BC の 
中 点 を D と し , 
AB=2。 AD=), BC=C と すれ ば , 


みち テー2・7 3・cos 30" 三 3 
の ・ で 三 2・2・cos120*" ニ ー2 
8・c= ソ 3 ・2・cos90"0 

120? 

3* 内 積 の 定義 か ら た だ ち に , = 


[定理 ] 任意 の 2 2 に 対し て 


の 5= テ 5・Z 


4 内 積 の 定義 より た だ ち に , 


[定理 | 2 の ひ が 0 で な いと き 。, ベク hu の ます 
2,。 2 の な す 角 が 鋭角 と の 角 と 内 積 の 符号 
の 2 の な す 角 が 直角 と = っ 


2 2 の な す 角 が 鈍 角 っ 


。 ペク トル の 大 き さ 
と 内 積 と の 関係 


[定理 ] (2.5)*slZ 目 5 計 シュ バル ツ の 不等式 


IL. 内 積 と 成分 
[定理 ] る 5 の 成分 表示 が 内 積 の 成分 表示 
の た (平面 の ベク ト 
g 三 (の , の ), の (の の ) め 


な ら ば 


ピコ 


の * か ヵ = テ み 十 の あ 
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1” 証明 : 
i) 2,。 ちの 少な く と も 一 方 が 0 な ら , 
Z・ ヵ = テ 0 ニム 十 の 6 
i) の 5 の いずれ も が 0 で な いと き . 
いま 。 OA=2 OBー? と し , AOB= の と す 
る と , 0* く の <180* な ら , へ OAB に 余弦 定理 を 用 
いて 
20A・OBcos 9=OA*+OBX 一 AB ……… ① 
9 一 0, 7 の と き に は 。 へ OAB は で き な い が , こ 
の と き に も ① が 成立 する こと が 確か め ら れる . 
と ころ が , 2 点 間 の 距離 の 公式 より 
OA*= ニ g7 十 gー| 2 
OB*=? 十 "=| 5 下 
AB*ー( カ メー ム )* 十 (2 一 の) 
で ある か ら , 
① の 左辺 =20A・OBcos 9 三 2|2|| ) |cos 9= テ 2(Z・ 
① の 右辺 =OA*†OBXーAB“=2( ヵ ム 十 2 が ) 


で ある . 目 
2” この 定理 と 内 積 の 定義 と か ら , 成分 表示 され た 2 つの ベク トル 
の な す 角 が 求め られ る . 
[定理 ] 0 で な い Z 王 (る 2 )。 ヵ ー( ム 。 あ ) の な 2 
す 角 を 9 と すれ ば 生 
CoS 6 三 gm ム ム 十 22 
アル 4 ム * 十 6 


3" 2ー(。 の ) と 基本 ベク トル る ,。 み に つい て 
の ー の ・ ら 6:。 の gー の ・@ の 
で ある 。. 


皿 . ベク トル の 直交 
0 で な い 2 つの ベク トル ひら が 直交 する の は , 交 角 の が 
90' の と き で ある . 
し た が っ て cos 990 が 2 2 が 直交 する た め の 条 件 で あ 
る . すなわち , 
の ・ ら 0 
が , 2, 2 の 直交 条件 で ある . 
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の 。 6 の 少な く と も 一 方 が 0 の と き は 。 交 角 は 定まら な い 
が の 2・5 テ 0 で ある . 


この 場合 も 2 2 は 直交 する と いう . 
記号 で は , 2, 5 が 直交 する こと を , 2 1) で 表す . ま と 
め る と , 


| 8 が 直交 する , す な ゎ ち  ! 本 と 直 交尾 
「 


ゼロ ベク トル 0 は 任意 の ベク トル と 直交 する . 


2" ベク トル の 成分 表示 を 用 いる と 次 の 関係 が 得 られ る . 


2 つの 平面 の ベク トル | 成分 と 直交 性 


2=( み 。 の ), =( ち 。 め ) | (平面 の ペク 


に つい て 。,。 トル ) 


215 ヵ を e の ム 十 の 2 の テ 0 


IV. 内 積 の 計算 規則 
次 に 内 積 の 計算 に よく 用 いら れる 性 質 を まとめ て お こう 


[定理 ] 内 積 は 次 の 性 質 を も つ . 

i) 任意 の 2, の に 対し て , 2 の .5 テ 5・Z 
ii) 2,。 5, と を 任意 の ベク トル , た を 任意 の 
実数 と し て 次 の 等 式 が 成り 立つ . 


内 積 の 
基本 性 質 


( 硫 )・5 =Z・( を 7)= テ ん (2・ 65 ) 
(2Z 二 5)・c テ の ・C 十 5・C, 
の (8 二 cC)= ニ の ・ ぢ 寺 の で 


証明 : i) は 定義 か ら 明 ら か . 
i ) は , 成分 表示 Z 王 (2, の), ぢ = テ ( ぬ の), 


cー(c。 g@) を 用 いて 計算 を 遂行 すれ ば 得 ら れる 


ク ひ SE ペン 


AA]. 全 位置 ベク トル (平面 ) 


I. 平面 の 点 の 位置 ベク トル 


平面 に 定点 O を 固定 する . この 平面 の 任意 の 点 
P に 対し て 。OP= ヵ と な る か ヵ を 対応 させ る . 
この ベク トル ヵ を , O を 基準 点 と する 
P の 位置 ベク トル 


1" 逆 に , 平面 の ベク トル Z が 与え られ た と き , OU=Z と な る 点 
U を 作図 する こと が で きる . この U の 位置 ベク トル は zz で ある . 
| 半 ykSo 他 (6 
点 P っ P の 位置 ベク トル か 
を 対応 きせ る こと に より , 平面 の 点 全体 と ベク トル の 全体 と が 1 
対 1 に 対応 する (O を 固定 し た と き の 話 ). 


2" 点 P の 位置 ベク トル が ヵ で ある こと を P( ヵ ) の よう に 書く . 
また , 記号 P( ヵ ) は , ヵ を 位置 ベタ トル と する 点 P を 表す た め に 
も 用 いら れる 。 

3* 位置 ベク トル の 基準 点 O を 座標 原点 と する zz 座標 軸 を 用 いれ 
ば , 点 P の 座標 と P の 位置 ベク トル の 成分 表示 と は 一 致す る . 


原点 を 基準 点 と する 場合 , 
3 4 
(2, の ) で ある の 成分 が (2, 2) で ある 
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ル . ベク トル の 演算 と 位置 ベク トル 
ベク トル に は , 加法 。 定数 倍 , 内 積 な どの 演算 が 定義 きれ て 
いる . これ ら を 利用 し , 位置 ベク トル で 点 を 表す と , 点 に 関す 
る 幾何 学 的 な 条件 を まとまり よく 表す こと が 可能 と な る . 
A(2), B( 5) の と き , 
AB= ヵ ーZ 
で ある こと は 基本 的 で ある . さら に , 


| ef Nb の の ER | 2 点 問 の 距離 
( ヵ -4| | 


| 異な る 2 点 A(Z), B(2) を : ヶ 内 | 点 の 位置 
|) ベク トル 


: 分 する 点 P の 位置 ベク トル ヵ は 


よ _ 22 土 の 0 | 
ーー ① 


と くに , AB の 中 点 M の 位置 ベタ トル ヵ は 
ヵ Z 十 


負 較 証 男 に つ ぃ て は cgrB0 


1” ① を 成分 に 分 け て 書け ば , 数 学 IL で 学ん だ 分 点 の 座標 の 公式 が 
得 られ る 。 

2" ① に お いて 5s= pa 
クト ルム ち を 用 いて 

ヵ ー テ (1 一 s)2+s2 (0<s く 1) 

で 表 さ れる ヵ を 位置 ベク トル に 持つ 点 P( ヵ ) は 。 線 分 AB を 
s:1 一 s に 内 分 する 点 で あり , s が 0<s<1 の 範囲 を 動け ば 。 
P ニ =P( ヵ ) は , 線 分 AB 上 (両端 を 除く ) を 動く . ゞ =0, s ニ 1 も 合 
せ て 考え る と 


上 と お け ば わか る よう に , A, B の 位置 ベ 


ヵ ー(1 一 s)Z 十 s52 (0Ss ミ 1) 
の と き , P(⑰ は (両端 を 含め た ) 線 分 AB 上 を 動く . 
これ より , A, B を 異な る 2 点 と し て 


クタ $1 ベク トル 


、P が 線 分 AB (両端 を 含む ) 上 に ある 
[ 2 (0sss1) 
で ある よう な $ の 値 が 存在 する . 


” P が 直線 AB 1 
ーー 


直線 と 位置 ベク トル 


皿 . 図形 の ベク トル 方 程 式 
xy 平面 の 曲線 C の 方 程 式 は , 点 P(x。 ヵ ) が C に 属す る た め 
の 条件 を 座標 z。 y を 用 いて 書き 表し た も の で ある 。 
同様 に , 点 P( ヵ ) が C に 属す る た め の 条 件 を ヵ を 用 いて 書 
き 表 し た も の は , C の ベク トル ルル 方程式 と よ ば れる . 


[円 の ベク トル 方 程 式 ] 


点 A(Z) を 中 心 と する 半径 ヶ の 円 周 の ベク 
トル 方 程 式 は 
| カー4| テ ァ 主 ag な ① i 


: 円 の 方 程 式 
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[直線 の ベク トル 方 程 式 ] 


と き , 


は , 原点 を 通り 。 と 直交 する 直線 の ベク ト 
ル 方 程 式 で ある . 


2 キ 0 を 与え られ た ベク トル , P。( の ) を 与え 
: られ た 点 と する と き , P を 通 り 2 と 直交 する 
: 直線 の ベク トル 方 程 式 は 
1 (⑦ー カ か )・Z= テ 0 な 3 お 2 ③ : 


2" ⑧③ で , ・2 王 た と お け ば 
か 6 王 ん 


一 般 に , 


夫 を 与え を られ た ベク トル , た を 定数 と す 
る と き , ベク トル ル 方 程 式 
の 2 の 0 訪 謗 2 @④ : 
は 直線 を 表す . 


[直線 の 媒介 変数 表示 ] 2 キ 0 を 与え られ た ベク トル と する と き , 
ヵ ー 友 (7 は 実数 ) ”。。 ……… ⑥ 
を 位置 ベタ トル に も つ 点 P( ヵ ) の 集合 は 。 ?4 
原点 0 と 点 A(Z) を 通る 直線 を 表す . 2 は 
この 直線 の 方 向 ベ クト ル で ある 。. 
さら に , 一 点 P。 王 P。() が 与え られ た 
と き , ン 
ヵ カー カ 十 友 (た 柱 突 数 ) ws ⑥ 6 


クタ $1 ベク トル 
を 位置 ベタ トル に も つ 点 P( ヵ ) の 集合 は , 点 P。 を 通り 。OA 
と 平行 な 直線 を 表す . これ を , P。 を 通り Z を 方 向 ベ クト ル と 
する 直線 と いう . 


1” ⑤ あ る い は ⑥ は , それ ぞ れ の 直線 の 。 ベク トル 形 で の 媒介 変数 
表示 で ある . すなわち 


2 異な る 2 点 P。()。 Pi( ヵ ) を 結ぶ 直線 の 方 向 ベ クト ル と し て 
カー カ を 採用 する こと が で きる . し た が っ て 
カー が 十 (( か カー が ) 
=(1 一 の 十 7 ヵ (7 は 実数 ) 
は 2 点 P。 Pi を 結ぶ 直線 の 媒介 変数 表示 で ある . 


に 3 
0 7ー+ (カー が ) (0srs1) 。 | 線 分 の 媒介 
すなわち 変数 表示 


ヵ ー(1 一 の 放 十 め (0S7 ミ 1) “ 
は 線 分 PsP (両端 を 含む ) の ベク トル 形 で の 媒 
介 変 数 表示 で ある . | 
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新 課 程 「 数 学 B」 で 空間 ベク トル ・ 空 間 図形 は 大 幅 に 簡略 化 さ れ た . し か 
し , 2 次 元 の 紙 に 描け な い 空 間 図 形 に 対す る 解析 的 アプ ロー チ は , 本 来 , 高 
校 数 学 の 最も 魅力 的 な 話題 で ある . 本 書 を 読む 読者 の 能力 と いき ご み を 考慮 
し て , や や 発展 的 に 叙述 を 進め よう . 


公 1. グ 空間 の 座標 


空間 の 点 を 座標 を 用 いて 表す 方 法 は , 平面 の 部 分 の それ か ら 
容易 に 類推 で きる が , 一 記 , 用 語 の 確認 を し て お く . 


I. 空間 の 座標 系 


1” 空間 の 1 点 O0( 原 点 ) で 互い に 直交 する 3 本 の 数 直線 0z, Oz, 
Oz を と り , それ ぞ れ ry 軸 , ヶ 軸 , < 軸 と いう . また これ ら の 空間 
の 座標 軸 を まとめ て 空間 の 座標 系 と いう . 

次 に , ヶ 軸 と ヶ 軸 と が 定め る 平面 を xy 平面 と いう . 平面 , 
る 平面 に つい て も 同様 で あり , これ ら を 合わ せ て 座標 平面 と 
いう . 

点 P が 与え られ た と き , P を 通り 各 座 標 平面 に 垂直 な 平面 を 作 
り , これら が と 軸 , ヵ 軸 , < 軸 と 交わ る 点 を それ ぞ れ A, B, C と 
する . 点 A, B, C の 各 座 標 軸 上 で の 座標 が それ ぞ れ 2, 2, c で 
ある と き , この 順 で 並べ た 数 の 組 (2, 2, c) を 点 P の 座標 と 
いう . 

点 P の 座標 が (2, の, c) で ある と き 。P(2, 2 ヵ , c) と 書く こ 
の と き , 4 を P の 座標 と いう . 2 は 7? ヵ 座標 。c は < 座標 で ある . 


2* 点 P(2, め , c) か ら xy 平面 に 下 し た 垂 線 の 足 すなわち P の 
yy 平面 へ の 正 射 影 は 点 P(2, 2, 0) で ある . 同様 に P の 平面 
へ の 正 射影 は 点 (0, 2, c), sz 平面 へ の 正 射影 は 点 (2, 0, c) で 
ある . 
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3” 座標 が 定数 々 で ある よう な 点 全 体 の 集合 は , 点 (2。 0, 0) を 
通り 平面 に 平行 な 平面 で ある . この 平面 の 方 程 式 は *=Z で 
ある . 

同様 に , 平面 ヵ ー2, 平面 < デ c は それ ぞ れ ぇ sz 平面 。 xy 平面 
に 平行 な 平面 で ある . 

4” 軸 , 2 軸 , < 軸 の 方 向 に それ ぞ れ g, /, 7 だ け 移 動 す る 平行 

移動 に よっ て 
点 P(2。 oc) は 点 Q(2 填 % 6 圭 め c+ サ 》 
に 移さ れる . 


II. 2 点 間 の 距離 
原点 O と 点 P(, 》, る <) の 距離 OP は 
OP=/z? オ アダ 二 ダ 
で ある . 
一 般 に , 2 点 P(z。 か, る ), Q(zs, る ) 間 の 距離 PQ は 
PQ ニ y( ぁ 一 my)* 十 (一 の )* 十 (る ぁ 一 る 7 
@ 号 みれ れる 
< 


P(>, め る ) OP/ テ アァ“ 十 ヶ 2? 
OP=y(OP7* 十 ダ 
eee 


EZ。 0) 


皿 . 内 分 点 と 外 分 点 

空間 の 2 点 P(m。 る), Q(zz。 。 る ) を 結ぶ 線 分 PQ を 
7:72 に 内 分 する 点 を R(z,。 2。 <) と し , >, ヶ , る を 求め 
よう . P, Q,R の xyz 平面 上 へ の 正 射影 を P。 QR" と すれ 
ば 

旧 4(《o 80) 用 (0(2 吉 2. 0 RI 730) 

で あり , R′ は 線 分 PQ′ を %: 2 に 内 分 し て いる . よっ て 平 
面 の 場合 の 公式 より 
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: 272 十 72 ア ュ コ 772 の 2 十 7271 
22 十 27 ”" 72 十 72 


る を 求め る に は 平面 へ の 正 射影 を 考え れ ば よい . 結局 , 線 
分 PQ の 内 分 点 R は 


R =R( 72m 十 7275 。 22 名 十 2292 2 名 十 7 る ) 
22 十 2 ) 婦 十 2 " 2 學 十 


で ある . 


1? 上 の P, Q の 中 点 を M と すれ ば , 7 デ z の 場合 で ある か ら 


か 十 72 。 十 2 の 2 ろう る ] 
0 M の (に の 縛 計 2 


2" 上 の P, Q を 六 : ヵ に 外 分 する 点 を じ と すれ ば 


ーー/ 一 2 が 十 7272 一 7 の 十 7292 一 2 るる 十 722 
セード E ロ ロ 
7 一 72 7 一 72 7 一 72 


公 ]. 避 空間 の ベク トル 


I. 空間 の ベク トル の 概念 
平面 上 の ベク トル と 同様 に , 空間 に お いて も , 有 了 向 線 分 AB 
の 向き と 長 さ だ け を 考え , 位置 を 無視 し た と き , それ を 空間 
の ベク トル また は 単に ベク トル と いい ,。 AB で 表す . 
また , の の よう に 矢印 を つけ た 1 つの 文字 で も 表す . 


1? ベク トル の 大 き さ は 前 の よ 
うに |AB| また は |Z| と 書く . 
ベク トル の 意味 より , 2 つの 
ベク トル が 等 し いと いう の は , 
大 きき さと 向き が それ ぞ れ 一 致す 
る こと と で ある . 
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2" 零 ベ クト ル , 単位 ベク トル の 定義 。 ベク トル の 平行 の 定義 , 
ベク トル の 加法 や 実数 倍 の 定義 な ど , すべ て 平面 の 場合 と 同 
様 で ある . 

加法 や 実数 倍 に つい て , 平面 の 場合 に 述べ た 基本 性 質 は , 空間 
ベク トル に つい て も その まま 保 た れる . 
3* (線型 独立 な ベク トル に よる 分 解 表示 ) 平面 の 場合 に は , 2 つ 
の ベク トル , ヵ が 線 型 独立 で ちあ る と は 
( ぐ キ 0, ヵ キ 0 
gg グ の の で な い 
こと で あっ た .。 そし て 。 ZZ, ヵ が 線型 独立 な ら ば , 任意 の 平面 
の ベク トル ヵ に 対し て , 係数 /。 が 一 通り に 定まり , ヵ は 
ヵ テ 7Z 十 多 ひ 
と 分 解 さ れる の で あっ た . 
上 の こと が ら は 空間 の 場合 に は , 次 の よう に 拡張 され る . 
空間 の 3 つの ベク トル g, 5, c が 線型 独立 で も る と は 
ヵ キ 0, c キ 0 
4, 5,。 c は 同一 平面 上 に な い 
が 成り 立つ こと で ある . 
そ し て , Z, の , c が 線型 独立 な ら ば , 任意 の 空間 の ベク 
トル ヵ に 対し て , 係数 /。 w, ヶ が 一 通り に 定まり , ヵ は 
ヵ カテ 7Z 十 6 十 2 ど 
と 分 解 表 示さ れる の で ある . 


IT. 空間 ベク トル の 成分 


1 座標 軸 と ベク トル 
0 空間 に 座標 軸 を 定め た と き , ヶ 電 , 
ーー ニー 。 ヶ 軸 , 軸 の 正 の 向き と 同じ 向き の 
単位 ベク トル を , 基本 ベク トル と 
ゅ いい 。 それ ぞ れ @j @ っ 。 es で 表 
す . いま , この 空間 の 与え を られ た べ 
クト ル に 対し , 2=OP と な る 
点 P を と っ て , その 座標 を (41。 @, 
gs) と すれ ば , Z は 
を の 三 の @ ュ 十 の > @2 十 の @3 
Pi(a0.0) と 表 さ れる . 


P(gi, gs, 3) 
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の 。 の 。 gs を それ ぞ れ Z の 成分 。 ヵ 成分 , < 成分 と いい , 
Z を 簡単 に 
Z 三 ( 必 。 の 。 3) 


と 表す . これ を , 与え られ た 座標 軸 に 関す る Z の 成分 表示 と い 


改 族 
2 三 の g」 十 gz 6> 十 の 3 6 (基本 ベク トル に よる ベク トル 
分 解 表示 ) | の 表示 
Z 三 (。 の の 3) (成分 表示 ) 
KW 
gi 吉 (L。 0 ⑩.。 の 三 (0。 1 2 三 00 1) 


0=(0, 0, 0) 
また 。2 つの ベク トル g テ (の 。 の 。 gs), りー( ム 。 な, が ) 
に 対し て 
2 ニム を カム デム, の デー。 gs 王 の 


2" 2Zー(。 の 。 の) の と き ,。 Z の 大 きき さ は 
1Z |=V2 二 の 7 十 g。 
と 表 さ れる . 
と くに , が 単位 ベク トル で ある た め の 条 件 は 
の" 十 gz7 十 gs*ー1 
で ある . 
一 般 に ,。 の キ 0 の と き 
2 2 _ (62 の 2 g3) 
1Z| gg* 十 の 十 @ 
は と 同じ 向き を も つ 単 位 ベ クト ル で ある . 


3" 成分 に よる 演算 
平面 の 場合 と 同様 に , 成分 に よる 演算 に つい て 次 の こと が 成り 


(る の 。 の ) 十 (か 。 ち 。 が ) テ (2 十 。 の 十 ち 。 の 十 が ) 成分 に よ 
《 人 1 の 2* g) 一 (か 6, が) デニ (カー ム , の z 一 の 5, ーー) る 演算 


72(2。 の 3) 三 (22 の 1。 72 の 2。 72 の 3) 


う ひ Sh 語 ラ ペク ョ ト ジレ 


皿 . 空間 の ベク トル の 内 積 
_ 空間 に お 3 いて も, 0 で な い 2 つの ペク トル 


Z, の の 内 積 27・ の ) を , 2。 ちの な す 


角 の を 用 いて 
2・5=| ZZ 中 7|cos 9 
と 定義 する . 
Zー0 また は ぢ =0 の と き は , 2・2=0 
と 定義 する . 
1” 平面 の 場合 と 同様 に , 次 の こと が 成り 立つ . 
2・ の りー 5・ の , 2・g 王 |Z 肥 12・5lslZI7| 
ES 
Z1 7 と Z・ ぢ =0 
Z グ の eZ・5=|Z | また は Z・ ぢ = テー|Z 中 7 | 
2* 内 積 と 成分 


空間 の ベク トル に つい て も , 平面 の 場合 と 同様 に , 内 積 を 成分 
を 用 いて 表す こと が で きる . 
ヶ ー(a。 の 。 の 0。 5 =( ぁ 。 あ 。 6) 成分 で 表し 
の と き . た 内 積 
Z・ 2 一 十 十 s が ! 


2 
いら ヶ コ の ム 十 の 6 十 の 8 
ヵ | Y の" 十 gs" 十 gs の 7 十 が * 十 が 


4* 2 キ 0。 5 キ 0 で ある 2 つの ベク トル が 直交 する た め の 条件 は 
これ ら の な す 角 の が 90" で ある (cos 9 一 0) こと で ある . ま た , ゼロ 
ベク トル は 任意 の ベク トル と 直交 する も の と 定義 され る . し た が 
2 の 任意 の g 三 (ai の 2。 g3)。 ヵ テ ( ム , の 5。 が) (SMa て 

1 5 を の ム 十 の 2 の 十 の 36 三 0 
で ある . 
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AA1. 思 空間 の 直線 ・ 球 


位置 ベク トル を 用 いて 図形 の 性 質 を 調べ る こと は に 平面 の 場合 
に つい て 学ん だ が , この 方 法 は 空間 の 場合 に も 有効 で ある . 


IT. 空間 の 点 の 位置 ベク トル 

空間 に お いて も , 1 つの 点 0( 基 準 点 ) を 
固定 すれ ば , 任意 の 点 P の 位置 は . ベク ト 
ル 


で ! 


OP= ヵ 0 
に よっ て 定まる . この と き , ヵ を O を 基 
進 と する 点 P の 位置 ベク トル と いう . 
点 P の 位置 ベタ トル が の ヵ ので ある こと を 
P( ヵ ) と 書く . 
座標 軸 を 定め た 空間 で は ,。 ふ つう 原点 
O を 基準 点 と する . この と き , 空間 の 任意 
の 点 P の 座標 を (>, ヶ , < 々 ) と すれ ば , P 
の 位置 ベク トル ヵ の 成分 表示 は 

の デ (5。 が る 
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1" 2 点 A(Z), B( ぢ ), を 娘 : 7 に 内 分 する 点 P( ヵ の)。 外 分 する 
点 Q(7) の 位置 ベク トル ヵ , の 9 は それ ぞ れ 


5 2 の 十 7 の ーー 一 2 十 2 の 
72 十 2 「" 72 一 72 
で 与え られ る . 


II. 空間 に お ける 直線 の 方 程 式 


1? 定点 Po( ヵ 。) を 通り , 0 で な い ベ クト ル 
z に 平行 な 直線 一 一 この 直線 7 上 の 任意 
の 点 を P( ヵ ) と すれ ば , , を 実数 と し て 

の の 0 ト の 2 。 Um 全 2 ① 
と 表せ る 。. 


も ア 4 al ペン トド ウレ 


① を 直線 7 の ベク トル 方 程 式 ある い は ベク トル 表示 と いう . 
いま , 成分 を 用 いて 
ヵ カー( ァ , ヶ 。 る , 7oー(zp。 。 る ), ヶ 三 (2。 め 。 oC) 
と すれ ば , ① の 両辺 の 各 成分 を 比較 する こと に より 
ーッ ィ o 十 7 
7 に ニ の 033 の 2 齋 料 2 (② 
る ター る 十 C7 
が 成り 立つ . 
① や ② を 直線 7 の 媒介 変数 表示 と いい , 7 を 媒介 変数 (パラ 
2 いう 
また , z 三 (2, 2, c) を 直線 / の 方 向 ベ クト ル と いう . 
の 2。cC が どれ も 0 で な いと き は , ② か ら / を 消去 する こと に 
よっ て , 次 の 結果 が 得 ら れる . 


| 点 Pa(zo, %。 る ) を 通り , (4, 5, c) を : 直線 の 方 程 式 
: 方 向 ベ クト ル と する 直線 の 方 程 式 は ( 


メーYo_ 9ー の 0 る 々 ーー る ⑳ 


2" 2 2。 と の う ち に 0 が ある と き に は , 位置 ベク トル で 直接 考え 
る か , に も どっ て し ら べ れ ば よい . 
7 だ だ X ば 。 
6 キ 0。 2 キ 0。c 三 0 の と き は ② か ら 


5 の る 三 志 


っ 


と な る . これ は , zz 平面 に 平行 な 直線 を 表し て いる が , z が 
2 平面 と 平行 で ある こと か ら 当 然 で ある . 
次 に 。 だ と えば , 
2 キ 0。 2 王 0。c 三 0 の と き は , ② に よっ て 
ん ビィー シン (1 
これ は , ヶ 軸 に 平行 な 直線 を 表し て いる が , Z が y 軸 と 平行 で あ 
る こと か ら 当 然 で ある . 


3” 異な る 2 点 Po(zo。 %。 る )。 Pi(z。 妨 。 る る ) を 通る 直線 
ーー この 直線 の 方 向 ベ クト ル と し て は 
TP。Pi ニ (ターzo, 一 0。 ター る る ) 
を と る こと が で きる 。. 
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し た が っ て , ヵ キ zo。 婦 キ %。 る キ る る の と き は , 直線 の 方 程 式 は 
次 の よう に な る 。. 方 向 ベ クト ル の 成分 の 1 つ 。 あ る い は 2 つが 0 
と な る 場合 の 吟味 は 読者 に まかせ よう . 


2 点 (zo る), (zu る ) を 通る 直 2 点 を 通る 直線 
| 線 の 方 程 式 は 


息 . 球 の 方 程 式 
空間 の 定点 C じ から 一 定 の 距離 ア ヶ に ある 点 P の 軌跡 を , 中 心 
C, 半径 の 球面 また は 単に 球 と いう . 位置 ベク トル を 用 
いて 球 の 方 程 式 を 導く . 
6(C) PF(》) と すれ ば 
1? 一 | テ ァ 
NO 
12 一 PF 一 〆 
成分 を 用 いて 
ヵ ー( ァ , ヶ 。 る , c 三 (2 が 。 る ) 
と お け ば , 
( ァ ーzo)* 十 (2? 一)* 十 (< 一 る )7 ニ ァ ? 
0R の 20 伴 和 で る 2. 


点 (Zn 90。 る ) を 中 心 と する 半径 と の 球 | 球 の 方 程 式 
の 方 程 式 は 
(一 zo* 十 ( ヶ ー zo)" 十 (< 一 る )ー ァ 2? 


1” 一 般 に , 方 程 式 
y2 十 の 十 ダ 十 gz 十 6/ 十 cg 二 9 モ 0 0 mm ① 
| 


が 
ノニ テー の 〆+ ュー 


と お く と き ,。① を 満た す >, ヶ , る を 座標 と する 図形 は , 


i ) >0 な ら ば 中 心 Pa( 一 光一 放す) 半径 / の の 球 で 


ある . 
ii ) の ノー0 な ら ば 1 点 P。 で ある . ( 点 球 の 場合 ) 
岳 ) の く <0 な ら ば 空 集合 で も ある. ( 虚 球 の 場合 ) 


ちと 4 S1 ベク トル 
IV. 平面 の 方 程 式 


1 法 線 ベ クト ル と 1 点 が 与え られ た 平面 
空間 に お いて , 定点 P,( ヵ 。) を 通り , 0 で な い 
ベク トル z に 垂直 な 平面 の 方 程 式 を 求め て み 
よう . この 平面 を ヶ と し , eg 上 の 任意 の 点 を 
P( ヵ ) と すれ ば 
PePー ヵ ー ヵ o PoP ユ を 
で ある か ら , 
が 0 の ーー が 0 三 0 - 月 時 は 。 ① 
① が 平面 々 の ベク ト 侯 方 程 式 で ある . 
いま , 成分 を 用 いて 
ヵ ー(z,。 7。 3, カー(zo。 る) タデ (6 5 の 
と お け ば ① よ り 


6 の コ n043 の (De の hG(2mー0 In ② 
と な る . 
ベク トル ァ 三 (2。 2, c) を この 平面 の 法 線 ベ クト ル と いう . 
すなわち , 


| 点 Pe(zm。 9 る ) を 通り , ァ ー(Z, 5 c) を 法 : 1 点 を 通 
: 線 ベ クト ル と する 平面 の 方 程 式 は る 平面 
の ァ ーxo) 十 が ( ヵ ー が w) 十 c( タ メー る) テ 0 


上 の ② で = テーZgxo 一 一 ceo と お け ば 
gZ 十 の y 十 c< 十 の テ 0 
と いう 7,。 る 々 に つい て の 1 次 方 程 式 の 形 と な る . 一 般 に 


1 次 方 程 式 < み 十 0y 十 cz の ー0 は , 平面 の 方 程 式 
メー(。 6。 で) を 法 線 ベ クト ル と する 平面 を : 


2” 2 つの 平面 
@・ の の ア 十 ち み 十 < 十 三 0 
/: の sy 十 が み 十 sz 十 0 
が 平行 で ある た め の 条 件 は 


の 
の 2 ん 2 2 
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で あり , 直交 する た め の 条 件 は 
の の 2 十 の 十 is 三 0 


で ある 。. 
3?” 点 P(zo。 %。 る ) か ら 平 面 <z 十 0/ 十 cz 十 の テ 0 へ の 距離 は 
|2zo 填 2 十 c 十 | 
〆 十 が 十 c* 
で ある . 


IS sg 証明 は B.147, 応用 例 に つい て は B.148, B.150 な ど 


Et 証 に くら A り ニニ ーー 
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BB.1 ロ 1 ーーーーー ー 
相 異 な る 2 点 A, B の 位置 ベタ ト ル を それ ぞ れ 2 ヵ と す 
る と き , 線 分 AB を Z: 7z に 内 分 する 点 P の 位置 ベク トル 


う は , ー ー 2 十 が の 


( 放 証 朋 
タキ ァ で 与え られ る こと を 証明 せよ . 


EEEDSESE EPSEP2S3SENOSB3DEO9K に AMBACTRCHIGYOEOSCNECERITEAOHRGHESRSOESRS26S 


位置 ベク トル と は , 任意 の 1 点 を 基準 点 と し て 固定 し , 
その 点 を 始点 と する ベク トル の こと だ , と 思う と 簡単 で す . この 1 点 


を 0 と あく と OP ニ = 
72 十 


SSRNRIDMGSSS550WIYSEESGI 洲 2852NDSEgS 


ー(z0A 十 OB) が 到達 すべ き 結 論 で す . 
さて ,。 証明 の 出発 点 は ど ぼ こ に と る と よい で し ょ うか .。 
ンジ 牙 還 AP/AB, AP : ABー 娘 : (2 寺 2 で ある 
か ら 
これ が 出発 点 。 区 AP ニー デー AB 
22 十 77 


と いう 式 が 成り 立つ 。 この 式 を , 任意 の 定点 O を 始 
点 と する 有 了 向 線 分 の 表す ベク トル で 表す と 


ーー キミ ーー 272 ニース 
0P ニ 0 ペニー 計 二 (9B OA) 
と な る 。 これ よ り 


OP が OA と 区 0OP=OA+ 2B OA ) 
OB と で 表せ た . 


_ ( 二 2)OA 二 zz(0B-ーOA ) 
2 十 2 
_ zOA+OB 
22 十 2 
DI ラ / だ め 86 


2 
乏 
いづ 
は 


[ 注 ] 員 の 5 を, Z 王 (xp の ), 5ー(? ぁ 。 め の ) と 成分 表示 すれ ば 


る 72 十 72Z2 。 72 の 十 7222 一 2 
ヵ は (ちの es 2 の が 9) 成分 表示 で きる . これ は 。 座標 


平面 上 の 2 点 A(z。 )。 B(zz。 の) を 結ぶ 線 分 AB を %:Z に 内 
分 する 点 の 座標 に ほか な ら な い . 

2” 上 で 証明 し た 結果 は 公式 と し て 覚え て お いて よい も の で ある が , 
「 丸 暗記 」 だ と , zz と z の 入る 位置 を , まち が え や すい . 
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避 1 邊 | 避 RRB2S22SSR3GC3SSDESEIR 人 SSRSRSYRRG2ETR3S た GOESbYRSSEPGR82CBEEKY20968 


ベク トル を 用 いて , 四角 形 ABCD に つい て の 2 つの 条件 
G⑪) 1 組 の 対辺 AB, DC が 平行 で 長き さ が 等 し い 
⑪) 対角線 AC, BD が 互い に 他 を 二 等 分 する 

が 同値 で ある こと を 証明 せよ . 


WS 人 TGC NET や RFCHREC5EE232 お 03BSSSRO2p の SS 


3 が OCRD ES 


(1), は いずれ も 四角 形 ABCD が 平行 四辺 形 に な る た 
め の 条 件 で すか ら , 同値 で も る こと は 誰 で も 知っ て いる は ず で す が , 
ベク トル を 用 いる と , それ が , と て も 簡単 に 証明 で きま す . 


4 頂点 A, B, C, D の 位置 ベク タ ト ル を それ ぞ 
れ 2, 5,。 C。 の と お く と 


G) と 全 AB=pDC li 2 
た きく ーー ① AB=pDcC 
(i) @- 飼 AC の 中 点 と BD の 中 点 が 一 致 が 1 つの 式 で 表 
ーー チュー され る 
@ FE と トー gg 4 た ミミ ます まま] 
の の ②) 
ご な る 縛ら ど で ⑩) ⑨ ほ ゆめ: 削れ も 
Z 十 と 王寺 の 
と 同値 で ある か ら , 2 条件 G), ⑪ は 同値 で ある . 自 
還 】 1 0 9NNRINONAOEOMOIENODSNSSIP2SWSRRDSMSRNRSOGESSGGOGNYGRASRSO2SSO2OTRSZGCSRRONDNNNNENSSS 


四角 形 ABCD に お いて , AB, BC, CD, DA の 中 点 を そ 
れ ぞ れ P, Q, R,。S と すれ ば , 四角 形 PQRS は 平行 四辺 形 
で ある .。 これ を , ベク トル を 用 いて 示せ . 


ODNMZEIASPEE2ZOETNSPTGTRYRZSSOZFKZG2G2HRSESER ド RSCTGSRS3SSASRCSTPSSSSOGSKSGYEOESPYSERTEG58GtX2KES 


A, B,C, D, P, Q, R, S の 位置 ベ 


と 表す と , 
ー 4+ の 一 6+c に c+ の = g+g 
2 の 2 
カキ 2 十 の 二 c 二 の gs 


よっ て , 2 つの 対角線 PR, QS の 中 点 は 一 致す る . 
ゆえ に ,。 四角 形 PQRS は 平行 四辺 形 で ある . 血 


人 ) $S1 ベク トル 


日 . 1D4 SHASCRRMDMRO3NSEEE コ SS53 コ SSHR2SDNECSR っ meETMHSEKP ァ ss 
ム へ ABC の 重心 を C と お く と , 任意 の 点 O に 対し , 


テ 


0G= SV が 成り 立つ . これ を 証明 せよ . 


5998EZ5R5gSSEcSorszocortESuMgESRYAOEMRSRCREGHS933S 


[アプ ロー チ > 三角形 の 重心 は ,「3 本 の 中 線 の 交点 」 と 定義 され ま す 
が ,「 中 線 を 2 : 1 に 内 分 する 点 」 と 特徴 づけ る こと も で きま す . 上 の 
公式 を 証明 する に は , 後者 を 利用 する の が 簡単 で す . 


線 分 BC の 中 点 を M と すれ ば , G は , 線 分 
AM を 2 : 1 に 内 分 する 点 で ある . し た が っ て 
ーー OB+0C 


OM ニテ 2 FPPCCPCCD ① 
1.0A+2・OM_0A+2O0M 
0G= す うー EE ② 


① を 用 いて ② か ら OM を 消去 すれ ば 
0G= き (0A+0B+0C) | 


_AABC の 辺 BC. CA, AB を 2 : 3 に 内 分 する 点 を それ 
ぞ れ D, E, F と する と , へ ABC, へ DEF の 重心 は 一 致す 
る . 9 2 内 32N 


ーーー ツー es = 人 RC2ST3BHSSS362 人 HERSEOCY also 


ム A, B, C, D, E, F の 位置 クタ トル を それ ぞ 


放 


れ 6, c, @, @。 と する と , 仮定 より 


分 点 の 位置 ベク 区 み ー さ 35+26) 一 き (3Z+2, 
トル の 公式 


EW B.101 た さき (32+22) 

AABC,。 へ DEF の 重心 を それ ぞ れ C(⑦, C(⑦) 

と お け ば , 
重心 の 位置 ベク 共 ッ ソー の 5e/ 
Sa 1 2 2c 寺 2Z 」 32+27 

の (の /4 の 

cg B.104 1 キャー ) 

還 2SlaOsleG の 本 

3 


すなわち , G' と G は 一 致す る . 自 
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回 1 邊 | 局 RNN 5 SRIRESIGOREIGCERSGSSCYKS202A 半 SNSGG23S29RSE 
ロ 


平行 四辺 形 ABCD の 辺 AB の 延長 上 に 点 P を BP= 
2AB と な る よう に と り , また , 対角線 AC を 3:1 に 内 分 
する 点 を Q と する 。. 
(1) PQ を, AB=2 AD= ヵ を 用 いて 表せ . 
(2) 3 点 P, Q, D は 同一 直線 上 に ある こと を 示せ . 
[アプ ブローチ 3 点 P, Q, D が 同一 直線 上 に ある , と いう こと を ベク 
トル を 用 いて 表す に は どの よう に すれ ば よい で し ょ うか .。 3 点 の うち 
2 点 ,。 た と えば P と D を 通る 直線 は (た だ 一 つ ) 存在 する の で , その 直 
線上 に 残り の 1 点 が の っ て いる ,。 と いう こと を ベク トル を 使っ て 表し 
ます 。 


er = A 
隊 還 (1) AP=3Z 
Ye うっ) 
3 4 2 さ 
PG=AQ- AP い C 
59 
2 4 /】 
(2) 同様 に し て , 
PD=AD-AP 
ーー32 十 め 
と な る か ら ,。 これ と (1) の 結果 より ま 
PQ- す PD  P, Q, D が 同一 
の 直線 上 に ある こ 
を 得る . と を 示す に は 。 
し た が っ て , 3 点 P,Q, D は 同一 直線 上 に この 他 
ある . 岬 PQ= ん QD), 
PD=/QD 
な ど を 示し て も 


よい 、。 


と 4// Si ペン ドレ 


平面 上 に へ ABC が 与え られ て いる . この 平面 上 の 点 P 

に 対し て , AP の 中 点 を QBQ の 中 点 を R, CR の 中 点 を 

S と する . この と き , S=ーP と な る よう な 点 P が た だ 1 つ 存 

在 す る こと を 証明 せよ . 
ES は SCENE お RS 
[アフ ローチ 図形 の 上 だ け で 解決 し よう と する と た い へ ん で す . 位置 
ベク トル を 利用 し て , 条件 “S=P” を , P の 位置 ベク トル に つい て の 
方 程 式 で 表し 。 この 方 程 式 が た だ 1 つの 解 を も つこ と を 証明 すれ ば よ 
いわ け で す . 


AB GEO RS の 位置 ペク ドル だ なぞ 
れ ぞ れ 
の る 0 の カカ の 9 $ 
と お く と , Q, R, S の 定義 か ら , 
中 上 位置 ベク 2 みな の 


トル の 公式 . 和 6 本 二 
が 成り 立つ は ず で ある 。 これ より , s を ヵ で 表す と , 
二 の OH 
CU Ui: 
と な る .。 し た が っ て , 
SーP と つ s= ヵ 
62 の の 
で すす 人 ー の 


と っ 7ー テ (2+27+4) 


ゆえ に , SDP と な る 点 P は , 位置 ベク トル が 
/ oe (2 4c) で 与え られ る 点 と し て , た だ 1 つ 
B 


(⑳ 
存在 する . 自 
[ 注 ] 三角 形 ABC の 頂点 A, B, C の 位置 ベク トル を 2, と と お 
と , 一 般 に , ge 十 @ 十 ヶ ニ 1 gw>0,。 >0,。 ァ >0 と な る 実数 2。 /, 


7 に 対し 
カーg の 5 キ ヶ c 
を 位置 ベク トル に も つ 点 P は , へ ABC の 内 部 に ある . 
送 に , へ ABC の 内 部 の 点 P の 位置 ベク トル は 上 の 形 に 一 通り に 表 
され る . 詳し く は eo B.108 研 完 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 27 
日 . 1 =] SR RECBERSESE 


AABC の 内 部 の 点 P に つい て 
0P= さ 20A4+308+40C で C) 。 …… (*) 


が 成り 立っ て いる . た だ し , 0 は 任意 の 定点 で ある . 
(1) 辺 BC を 4:3 に 内 分 する 点 を D と し た と き , 点 P 
は 線 分 AD 上 に ある こと を 示せ . 
(2)』 ペ PBC。 へ PCA。 に 0 人 NO 


計時 02ASNASNSEVSSSRIR22SWPOU2WDAIRINYEOSMADRNCROG 


1) hm 


70D=3OB+40C 
で ある . これ と (*) か ら 


OP= て (20A+ 7OD) 


と な る . ゆえ に , P は 線 分 AD を 7 :2 に 内 分 する 2 


点 で ある . 和 Re 
(2) へ PBC : へ ABC=PD : AD=2 : 9 
APBC る AABC SA の ① 

おそ 

APAB : APCA=BD : DC= ニ 4 : 8 …… の 
① よ り 

APAB+APCA ニ て へ ABC 1 ① 
で ある か ら , ①' と ② よ り 
APAB= 合 へ ABC,。 APCA ニ さ AABC …… ③ 
①, より 


APBC : へ PCA : へ PAB=2 : 3 : 4 
(*) を A を 始点 と し て 書き か える と 。, 
9APー3AB 二 4AC と な る . これ が , 


3ー ッ (9 っ 計 」4ーー 
9AP=7.( す AB+ 信 AC ) 
と な る こと を 考慮 すれ ば 点 D を 考え た わけ が わか る 
だ ろう . な お , o 十 の 十 ヶ テ 1 と な る 正 数 @。 8, 7 


に 対し 。OPーeOA 十 82OB 二 yOC と な る 点 P は 右 図 pn< 
に 示さ れる 位置 に ある . 


タク Si ペク ドル 


.10 ヨ ーーーーーー 一 
Z ニ (2。 1), 2 一 (3。 2) と する と き , 次 の お の お の の ベク ト 
ル を ,。 gg 十 85 (2, / : 実数 ) の 形 で 表せ . 
(1) る =(①, 0) ②⑫)  @=(0, 1 3 た だ (2, 3) 


TPSRZDECYGCoESS で 人 2 5 ティ SS 人 NSRGERRGGGEGISSRRSR EZBgRYRSASPECOESMNRRSHNIRMaremE 


[アプ ロー チ > 2 2 が 与え られ た と き そ れ ぞ れ の 実数 倍 の 和 つ まり 
2 9 (。8 : 実数 ) と いう 表現 を の と ヵ の 線型 結 
合 と いい ます . 平面 上 の ベク トル を xy 平面 の 基本 
ベク トル ム , @ の 線型 結合 で 表す こと は 
(一 2, 3) ニ ー2 十 3 @ 
の よう に 何で も あり ませ ん が , 本 問 は, 2, 5 と し て 
Z ニ (2。1), 2 一 (3。 2) と と っ た 場合 で す . 


隊 還 (1) =gg 十 太 と お く . この 両辺 を 成分 
表示 する と 


(1, 0)=e(2, 1) 十 3, 2) 
(1, 0)=(2g 二 3, g 二 2) 
と な る .。 し た が っ て 
0 
g 十 2/ テ 0 
ゆえ に , =2 g 一 か 
(2) 同様 に 
員 人 人 
g 十 2/ テ 1 
過 り 
e ニ ー3, 8 三 2. 
ゆえ に ,  @ ニ テー3g 十 2 ヵ . 
まず , プ と る と 区 (3) アーー2g 寺 396 mt (*) 
み で 表し た . で ある か ら , これ に (1),(2) の 結果 を 代入 すれ ば , 
アーー2(22 一 の 3( 一 32T2 め 
を 2 と の で 。 … アーー13g 二 8 か 
表し た . 


[ 注 ] (3) に お いて も , (1), (2) と 同様 。 アニ ァ 2+ ヶ の に お いて , x, ヶ の 
値 を 求め る こと が で きる が , (1)。(2) の 結果 が 利用 で きる こと に 注目 し 
た い . た だ し , これ 以外 に , の 表し 方 が な いこ と を 主張 する に は , 
Z, の 線型 独立 性 を いわ ね ば な ら な い .( B.110) 
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6 二 (2。 1)。 2 一 (3 2) 0 寺 (0。 0) と まる 。 

(1) 22 十 5ー0 な ら , g 三 2 一 0 で ある こと を 示せ . 

(2) 任意 の ベク トル の を 2ーzyg 二 25 と 表す 表し 方 は 一 
通り し か な いこ と を 示せ 


了 還 (1) 22 十 三 0 と お く . これ を 成分 で 
表す と 

e(2, 1) 十 8(3。 2) テ (0, 0) 

(22 十 9, e 二 2)=(0, 0) 
と な る . し た が っ て 


に PO ① 志 成 分 どう し を 比 
5R20E30) 二 こ 本 2 Del2 ②⑨ 較 し た . 
が 成り 立つ . 
この ① と ②⑳② か ら , ①x2-⑨②x3。⑨x2 一 ① に より 
g 王 0。 / テ 0 


が 導 か れる . 岬 
( 2 ) ベク トル が ? ヵ が 
2 王 x2 十 2 の と も 2 りー ィ ァ 二 の の 
と も 表せ た と する と 
z2 二 の の ーッ の 十 の の 
( ァ ーz)2†(》ー の )2=0 
と な る 。 し た が っ て ,。 (1) で 示し た と ちから, 
ァ ー タ ーッ ー の が テ 0 
マー アバ み ー の 
で な けれ ば な ら な い . 
ゆえ に , ヵ の 表し 方 は 1 通り し か な い . 自 


[ 注 ] ここ で 証明 し た こと は ,「g 三 (2, 1) と ヵ ー(3, 2) が 線型 独立 で 
ある 」 と いう こと と で ある 。 

一 般 に , 。 と ち が 本 問 の よう に , 互い に 平行 で な い ベ クト ル で ある 
と き 

ァ ー ア の " 

に ん 

が 成り 立つ つまり, 。 と ら が 平行 で な けれ ば , 2 と 5? の 線型 結合 に 
よる 表現 は た だ 1 通り し か な い . 


x2 十 9 の ーッ の 十 の の ーー 一 | 


ダダ $1 ベク トル 


に 1 1 1 1 EYE の 3 人 PRESE は KERS る EER22EShF チ 2ERGSTEBRSEESSSDSRRSRE 
ロ 


へ ABC に お いて 線 分 AB を 2:1 に 内 分 する 点 を N と 
し , 線 分 AC を 3 : 2 に 内 分 する 点 を M と する . また , 2 
直線 BM, CN の 交点 を P と し , 直線 AP と 辺 BC と の 交点 
を Q と する . 
(1) AP を AB と AC で 表せ . 
(2) AGQ を AB と AC で 表せ . 
(3) BQ : QC を 求め よ . 
[ 陣 プ ロー チ > AB と AC は 平行 で な い の で , この 平面 上 の すべ て の 
ベク トル は 
ヶ AB+yAC  (z, ヶ : 実 数 ) 
の 形 で 表せ る は ず で すか ら , (1), (2) は , AP,AQ に つい て , この 係数 
ァ 。 9 を 決定 せよ , と いう こと で す 。 し か し , た と えば (1) に お いて 
“AP= ニ > ABTy AC と お く と ,…… 8 
と 始め て も , 議論 は スム ー ズ に 展開 し ませ ん . “"P が , 2 直線 BM, 
CN の 交点 で ある ” と いう 仮定 を 活用 する た め に , まず 大 切な の は , 
この 条件 を “P が 直線 BM 上 に ある ”,。“"P が 直線 CN 上 に ある "の 2 
つ に 分 解 し , それ ぞ れ を 次 の 基本 事項 に 従っ て , ベク トル を 用 いて 表 
現し て や る こと で す . 


[定理 ] 異な る 2 点 A, B に 対し , 


点 P が 直線 AB 上 に ある . 
と つみ AP=s AB …… (*) (。 : 実数 ) 
と 表せ る 


OP-0A=s(OB-OA) 
OP= テ (1-s)OA 二 sOB 
と 表す こと も で きる 。 


(1) P が BM 上 に ある こと か ら 。, 
AP=1-s)ABTsAM 


AP = ニー)AB+ き sAC ③① 
と 表せ る . 
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同様 に .。P が CN 上 に ある こと か ら 。 
AP=(1- の ACT+7AN 


AP ニ = を /AB+(1- の AC et の 


と 表せ る . 
同一 の ベク トル AP が ,。 AB と AC を 用 いて ①, 
② と 見 か け 上 2 通り に 表 さ れ た が , AB と AC は , 
どちら も 0 で な く 平 行 で も な いか ら 。 2 つの 表現 は B 7 の 
一 致し な けれ ば な ら な い . 
2 


ーーs デ す * 


昌和 
5ー1 7 


この 連立 方程式 か ら 。sー で を 得る この 結果 を 7 
① に 代入 すれ ば ぱ , 
" 寺 : テー ll ー 
ATー で AB 十 AC. 


A 
( 2 ) Q は 直線 AP 上 に ある の で 
AQ=z AP 
AG= ぜ AB+ そ AC まさ ③ 
と 表せ る . 一 方 , Q が 直線 BC 上 の 点 で ある こと を 6 
考え る と , ③ の 右辺 の 係数 の 和 は 1 で ある . す な わ Q 
ちら 。 
7227 5 9 ーー 
EE と 。 * が AGQ =eAB+T2AC な 
これ を ③ に 代入 し て ら , g 十 の 8 王 1 で ある こ 
> 4 > 3 9 と を 用 いた . 
AQ= ニ テ AB 二 テ AC. AG =(1- の AB+TzAC 
と ③ か ら , (1) で や っ た よ 
( 3 ) (2) で 得 た 結果 より うに 連立 方 程 式 を た て て 


BQ : QC=3 : 4. も よい . 


6 $1 ベク トル 


B.118 - 
へ ABC の 辺 BC,。 CA, AB 上 に それ ぞ れ 3 点 D, E, F 
を と る と き , AD, BE CF が 1 点 で 交わ る な ら ば , 


BD CE AF s 肝 RS 
DO ii が 成り 立つ こと を ベク トル を 用 いて 


証明 せよ (チェ ー バ の 定理 ) 


SNSSSDSSSSS 


(⑯EEIEA= ニ 350 中 AROE IEOB 2 中 請 ど は SGS 
BD : DC= ニ 1 : 4/ と な る と と を 示せ ば よい 。 

BE, CF の 交点 を P と し , AB=5, AC=c と お 
人 記 の 反 


3 


9 9AF (1 一 のり ACー ア 910ー 9 の c 


と な る ヶ , ヶ が 存在 する . ここ で ヵ と c と は 平行 で 
な い の で , 人 


7 
が me 了 


ん (/ 圭 1) 


2 ンー る 2) 三 1 ニタ 


が 2G 2 の 女 +4+T1 で あり , AP は 
02 さき の 寺 
7 だ 大 昌 放 7 あの 
こと で は じ め て 区 と 表せ る . D は AP の 延長 上 に ある の で 
条件 「AD, BE em ん / 6 1 = 
CF は 1 点 で 交 リー の AP 1 つ ーTeI に 


わる 」 を 用 いた . と 表せ る が , 一 方 D は BC 上 の 点 だ か ら 
p.45 の 傍 注 欠 


太 1 
2 エロ T 1 7 エリ = 
_ 太 + を 1 
太 +1 


じ 法 が つ : で AD ーー (465 と ). 


BD : DC= テ 1 : 4/。 目 


[ 注 ] 平面 幾何 の 手法 に よる 証明 は 「 大 学 へ の 数 学 A 人 ニュ ー ア プロ ー 
チ 」B.303 を 見 よ . また , 本 問 の 逆 命題 (前 掲 書 B.304) は , 三角 形 の 

重心 や 内 心 , 垂 心 の 存在 定理 を 一 般 化 し た も の と みな せる (B.121 
還 守 参 照 ) これ に つい て も ベク トル を 用 いて 証明 で きま す . 
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B.113 - 
AABC の 辺 BC の 延長 , CA, AB 上 に それ ぞ れ 点 D, 
E, F を と る と き , 
BD CE AF 


モース で 1 


uo EA FB 
な ら ば , 3 点 D, E, F は 同一 直線 上 に ある こと を ベク トル 
AU し Ce ai( ネ ラ オス の 定理 の 逆 ) 
[アプ ロー チ > 前 問 と よく 似 て いま す が , 図 の 設定 ( 点 の 配置 ) だ け で な 
く ,。 証明 すべ き 命 題 の 形式 が 逆 に な っ て いる こと に も 注意 し て 下さ い . 


SA SSK5S5SG8YCIEOE9OOMHCROO2OSNSOEGE 


CD RS 
陣 園 で ニー ん 二 呈 一 / と お く と 。 仮定 より 。 
BD_ 1 


De 環 計 74 で ある . これ ら の 関係 か ら 


re 1 寺 ーー 92 ーー 
AD ニュ ー( 一 AB+AC) 


= ニー 。 7 - 訪 7/ 1 1 ハー ネト 
し ie AB+( ューg)AC 
7 ーー KT0 ーー ュ せ 
1 一 7/ 1 一 7)( ん を 填 1) AC 


③④ 


④, ⑤ よ ょ り 


ONC 
2 


し た が っ て , 3 点 D,E,F は 同一 直線 上 に ある . 時 


yyy 


[ 注 ] 本 問 お よび 本 問 の 逆 ( メ ネ ラ オス の 定理 ) の , 平面 幾何 の 手法 に 
よる 証明 は 「 大 学 へ の 数 学 A ニ ュー アプ ロー チ 」B.307, B.308 を 見 
逆 命題 に 関し て も , ベク トル を 用 いた 証明 を 試み て 下さ い . 


ダ 8  $1 ベク トル 


BB.114 


平面 上 に 3 点 0(0, 0), A(3, 1), 開 の が あり , 点 P 


は , OP=eOA+2OB(Z,。 2 は 実数 ) で 与え られ て いる . 
@。/ が 次 の 関係 を 満た し な が ら 変 わる 3 つの 場合 の 各々 に 
つい て , P の 描く 図形 を 図示 せよ . 

(1) 0<zs1, 0 ミ / ミ 1 

(2) 2 填 8 く 1。 g>0,。 2>0 

(3) テー3g 十 2 


この 変形 が 
key! B.108 で 
経験 済 . 


多 


(1) 0Q=。OA な る 点 Q は 線 分 OA 上 を , 


OR=2OB な る 点 R は 線 分 OB 上 を , それ ぞ れ 独 


立 に くま な く 動 く . し た が っ て , OP=0QTOR な 
る 点 R は , 左 図 の よう な 平行 四辺 形 0ACB の 周 お 
よび 内 部 を くま な く 動 く . 

( 2 ) 2 博 >0 で ある か ら 


OP=(g 寺 の A+ 08 


+g 
変形 し , 
09 二 生 OM 0 
Sー っ Tag すす -Tg の 5 ① 
と お く と , OP=( 々 <+ の 08 。 …… ② 
と 表せ る . 


いま , ん た を 0 くく 1 な る 定数 と し て , 
①, すなわち , 


08= 学 6A+ (ュー 用 6B 


で 定まる 点 S は 線 分 AB (両端 を 除く ) 上 を くま な 
く 動く . 

より, P は 点 S を , O を 中 心 と し て ん 倍 に 拡大 
し た 位置 に ある か ら , S の 描く 線 分 AB を O を 中 心 
と し て ん た 倍 に 拡大 し た 線 分 AB' を 描く . し た が っ 
て た を 0 くく 1 の 範囲 で 変化 させ た と き に 線 分 
AB' が 描く 範囲 , す な わ ち へ OAB の 内 部 が , P の 
存在 範囲 で ある . 
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( 3 ) 8 ニー3g 十 2 だ か ら 
OP=e0A+( 一 3g 十 2)OB 

=ーe(OA3O0B)+20B 

と な る . し た が っ て , eg が 実数 値 を と っ て 変化 する 

と き , 点 P は , OB 一 2OB な る 点 B' を 通り 。 ベク 

トル OA-3OB に 平行 な 直線 を 描く . 
OAー-30B=(3, 1) 一 (3, 6)=(0, 5) 

で ある か ら , 求め る 図形 は , 点 B(2, 4) を 通り ベク 

トル (0, 5) に 平行 な 直線 で ある . 


[ 注 ] 以上 の 解答 は 。OP=ZOA+2OB と いう 表現 一 一 OA と OB 
の 線型 結合 一 一 の 図形 的 意味 を 利用 し た も の で ある が , 本 問 で は , 
0A, OB の 成分 が 与え られ て いる の で 次 の よう に , 形式 的 な 計算 だ け 
で 答 に 到達 する こと も で きる 。. 
点 P の 座標 を (z, 2) と お け ぱ , 

OP=zOA+8OB は 
(>,。 の) テ g(3, 1) 十 (1。 2)= テ (32 十 g 十 28) 


1 ッ (*) 
ッ ーg 十 2/ 
と 書き な お せる . これ を oe, 2 に つい て 解く と , 次 
式 を 得る . 
3 (* *) さこ の 変形 が 重要 . 
8=( 一 ァ 十 39)/5 
(1 ) (*) を , 0S ミ 2Z ミ 1。 0 ミ 2 ミ 1 に 代入 し て 
MT 史 1 
0S ミ (一 十 3》)/5 ミ 1 0O 演 一 の 3 至ら 


が , 求め る 点 P(x, ヶ ) の 存在 範囲 で ある . (2) と (3) も 同様 で ある . 
旧 課 程 に 入っ て いた 「 1 次 変換 」 の こと ば で いえ ば , (*) は , 点 


(@。) を 点 (Z, の ) に 移す 変換 が , 行列 (? ) ) の 表す 1 次 変換 で あ 
る と いう こと で ある 。 


PX// SI ペド ルレ 


日 .115 ーーーーー 


5998303206SSZNMAZN59BDNW 


2 平面 上 , O(0, 0), A(1, 0 了 届 科 り N(6(2 二 4) 台 2 
る . 動 点 P,。Q が それ ぞ れ 線 分 (両端 の 点 を 含む と する ) 
OA, BC 上 を 動く と き , 線 分 PQ の 中 点 R の 存在 する 範囲 
0 


OP= テ 7OA 0 ミ 7 ミ 1 
1o62obBC 0 ミミ 1 


と お ける 。 よ つて, 


で ある . 
さて , (*) の 右辺 の 最初 の 2 項 に 注目 し て 
8=/( 5 4J+s( 5 BC) 
と お く と , 点 S は , が 変化 する に つれ て 
3 

Op ー タ 04ー 居 0) 0Bー テ BC= 陸 2 
で 定め られ る OD, OE を 2 辺 と する 平行 四辺 形 の 
周 お よび 内 部 を 動く . 


し た が っ て , OR=08+ テ OB を 満た す 点 R の 存 


在 範囲 は 。 この 平行 四 辺 形 を OB だ 平行 移 動 し 
た も の で , これ を 図示 する と 左 図 の よう に な る . 


[ 注 ] 本 問 は 。 ベク トル を 用 いな いで 図形 的 に 解く こと も で きる 。. 


別 解 | P を 線 分 OA 上 に 固定 し , Q だ け 動 か す と , 点 R は , 線 分 PB 
の 中 点 S と 線 分 PC の 中 点 芽 を 結ぶ 線 分 を 描く . P が 線 分 OA 上 を 動 
く と , 点 S は 線 分 OB の 中 点 氏 と 線 分 AB の 中 点 し を 結ぶ 線 分 を 描 
き , 一 方 点 芽 は , 線 分 OC の 中 点 N と 線 分 AC の 中 点 M を 結ぶ 線 分 
を 描く . し た が っ て , P を 動か す に つれ て , 線 分 ST は , 線 分 KN か 
ら 線 分 し M まで 移動 する . よっ て R の 存在 範囲 は 。 この 平行 四辺 形 
KLMN で ある 。. 
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B.11B ニー- ー 
平面 上 に , 右 図 の よう に , 2 つ 

の 定点 A, B と 定 直線 7 が ある . 

動 点 P り が 7/ 上 を 動く と き ペ クト 3 

ル 2PA 二 3PB の 大 き さ を 最小 
に する 点 P の 位置 を 求め よ 。 


0BSRSSSCPTNPOPNRANNMTNRNSNS2RRRRSRSISREGROB886PW6ESOSGGGISGSSBRGERD2BSGSN29Y 


避 


時 


[アプ ロー チ > 2PA+3PB の 図形 的 意味 が 解明 で きれ ば よい の で す 
が , そ の た め に は , 位置 ベク タ ト ル を 利用 し て 式 を 単純 化す る の が 良い 
IE う )。 


隊 還 A, B, P の 位置 ベク トル を それ ぞ れ ZZ, 5, 
の と する と , 
2PA+3PB=2(〆ー ヵ ) 十 3( ぉ ーー ヵ ) 
ー(2 Z 十 3 の ) 一 5 が 
ーー5( ヵ - ろ 2 すら) 
と 表せ る . 

し た が っ て , 位置 ベク トル が 2 与え 
られ る 点 , すなわち 線 分 AB を 3 :2 に 内 分 する 点 
を C と すれ ば , 

2PA+3PB=ー5CP 
と な る . し た が っ て , |2PA+3PB| を 最小 に する 
に は , ICP| を 最小 に すれ ば よい . 
し か る に |CP| が 最小 と な る の は ,。 P が , 
CP」7/ 
な る 位置 に 来る と き で ある . 


よっ て , 求め る 点 P の 位置 は , 線 分 AB を 3:2 
に 内 分 する 点 C から 7 に 下 し た 垂 線 の 足 で ある . 


[ 注 ] 位置 ベク トル を 用 いな く と も , 
2PA 3PB 2②+3)( 全 PA+ ミ PB ) 


=5PC 
と 変形 する こと に よっ て 同様 の 議論 だ が できる. 


52 $1 ベク トル 


日 .117 = me 
任意 の Z, 2 に 対し , 次 の 各 等 式 が 成立 する こと を 示せ . 
⑪ 12Z+ ヵ FTI2--? 陸 2 記 征 隊 陰 
② |12+ エ FE 一 12 一 4 2・ ぢ 


RSSSSRSSSSSSS NOSDSRSMSRSN 20000000000 


02932 の ECRSSE3SSHRRRSASSE2 お 28EHGS02CR22RS252 が 32228238088S22 は 35268 
英 園 12+5Pー(Z+?)・(Z 二 5) 
分 配 法則 テ =g・(2 十 5) 十 5・(Z 二 5) 
分 配 法則 コラ ーg2・Z 二 の @・ の 2 十 2・g 填 ぢ ・ ぢ 
=| 2 ド FT2 67・ ぢ 5 填 |P ……… ① 
同様 に , 
4-# 128F ……… の 
①+⑨ か ら (1) の 等 式 , ①ー④ か ら は (2) の 等 式 が 得 
られ る . 自 


[ 注 ] へ ABC の 辺 BC の 中 点 を M と し , AM=Z,MB=ー 2 と お < と 
MC=ー5, AB=〆Z 十 5,。 AC=gー ひ 
A と な る の で ,(1) は AB*X+TAC*= ニ 2(AMP+BM2) と いう , 
有名 な 定理 (Pappos の 中 線 定理 ) を 意味 する . 
と は いえ , ここ で 証明 され た 結果 は , ベク トル 特有 
の 記号 を 無視 すれ ば , 通常 の 「 展 開 公式 」 
C | (2+ “(2 一 の "2(22 二 め ) 
(2 二 の * 一 (2 一 の * 三 42 の 
と 変わ ら な い . ベク トル の 内 積 と 加法 に 関し て も , 通常 の 積 や 和 と 同 
様 の 分 配 法則 , 交換 法則 が 成立 する か ら で あ る . 
12|=218 |=|12+3 7|・ ① を 満た す ベ クト ル 2, 
5 ( キ 0) が ある . 2 と の の な す 角 の の 余弦 の 値 を 求め よ . 


NBOKRSESERSEIROESESSK ERRRESSR2RG38RSNRNSRSRSAGR2MRSSGRRRSNRSDSRNRNSERHSSR 


|1Z|=| ヶ | は IZ =215|1  。 ……… (の ) 
ー ー 5 軒 角谷 上 時 たく 
IlzF-l7F "回 剛 ① は 間 隊 陸 二 ③ 
と 同仁 と 同値 で ある . ⑧ を 計算 する と 
1Z 時 12 叫 6(2・ の +9| 5 昌 
(の =- テ 1 
82 キ 0 よ り 台 5 1Zlcos 9=- す 7 | 人 6 
15 | キ 0 


と な る . ②, ⑨ よ り cos 9 ニー テ 
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日 . 11 52263RORCBDRSRERRE2 
座標 平面 上 に お いて , 
(1) 直線 2z 十 0/ 二 c テ 0 は , その 係数 2。 2 を 成分 と する 
ベク トル (2, の) と 直交 する こと を ベク トル の 内 積 
を 用 いて 示せ . 
(2) 2 直線 4: az 十 7 十 ロ 0。 な : gz 十 の y 十 og デ 0 が 
Noe り 002 和 0 ) を 利用 し て 求め よ . 
(1) Pi(z。 の) Pz(zz。 %) を 
gZ 十 の / 十 c 三 0 上 の 任意 の 2 点 と する と , 
| 
gys 十 の yz 十 c デ 0 


IASEPSFSS プ KEOESNGSNNKPSMENOSTONS 計 FSSITXENMP3SSPANSESESCSPPmorsYTP 


この 2 式 を 差し 引い て , 
gy 一 m) 十 0( あ 一) モ 0. ……… ① N 
と ころ が , 
PiPz 王 (as > の 2 の ), (の の ) Ps 
で ある か ら , ① は P, 
PiP。・ ヶ 0 
で ある こと を 示し て いる . の 傾き を 
つま り , 直線 Zz 十 十 c 三 0 と ベク トル 婦 と は 利用 し て 垂直 条 
直交 する . 自 件 を 求め よう と 
( 2 ) 1① よ り , 2 直線 放 する と, か = 
4: の と 十 ち 7 十 の 0 ] 、 0 20 
。 ッ ムッ ムー0」 が 生 直 で ある いせ ね ば な ら な 


い 、。 
こと は , それ ぞ れ の 法 線 ベ クト ル 


1 王 (2 ム ム ), 22 王 (2 ) が 直交 する 人 結果 は すでに 数 


こと と 同値 で ある . よっ て , 学 II で も 学ん で 
2 三 0 いる . 
の の 2 十 の ー0 

が 求め る 条件 で ある . 


[ 注 ] 上 と 同じ 論法 を 3 次 元 空間 内 の 平面 に 適用 する と , 
「 空 間 内 の 平面 <z 十 0/ 十 cz 十 の =ー0 は ベク トル (2, 6, c) と 
直交 する 」 

と いう 応用 上 重要 な 定理 が 得 ら れる . 


と 4 SI ペク トレ 


B.1 ら 0 = 一 


SSMSSNSGTU DSSRESSSSUMM 


へ ABC の 外 心 を O と し て OA+OB+0C=OH を 満た 
す 点 HH を と る . 次 の こと を 示せ . 

(1) HH は, へ ABC の 各 頂 点 か ら 対 辺 に ひい た 垂 線 の 交点 
( 垂 心 ) で ある . 

(2) へ ABC の 重心 を C と すれ ば , G は 線 分 OH を 1: 2 に 


内 分 する . 


AH1TBC を 示 甘 
で だ 32. の 


M 6 


TREEOIMGNKSESSESRSENDGIDTSNNEIE 


SEOSNSGSNINNSIBGRONGIAGSNSSSRRRSRWI0 


WSIGEADNSNRREER 


(1 ) まず , OA, OB, OC は 平面 ABC に 
平行 で ある か ら , OH も この 平面 に 平行 で あり , し 
た が っ て 日 は この 平面 上 に ある . 
OAー, OB の 。 0Cー < と まる と 。 
AH= ニ OH-OA 
=ー(〆 十 ぢ 十 c) 一 
また , BC=0C-OB=c 一 
・ AH.BC=( ど 5 ぢ )・( ど 一?) 
=| cF 一 | 5 ドー0 
[… |c|=| 5 |( 外 接 円 の 半径 )] 
A=H また は AHLBC 
ゆえ に , 点 是 は 。 A か ら 対 辺 BC に ひい た 垂 線上 に 
ある . 
同様 に , 点 硬 は , B, C か ら 対辺 に ひい た 垂 線 上 に 
も ある . よっ て , H は へ ABC の 垂 心 で ある . 自 
(2) 重心 C の 位置 ベタ トル に つい て の 性 質 か ら 


06G= き (0A+0B+0C) SN ① 
が 成り 立つ . これ と 
OA+OB+OC=OH tt @⑧ 


より , 30G=0H. 
ゆえ に , 点 G は 線 分 OH を 1 : 2 に 内 分 する . 血 


[ 注 ] ① は , 任意 の 点 O に つい て 成り た つが , は , へ ABC の 外 心 O 
に つい て し か 成り た た な い .。 な お , 1) を 証明 する の に , 


“OH=ZOA 二 8OB+70C …… (*) と お いて ,。oー の ニッ テ 1 を 
導 こ う ” と 考え て も うま くい か な い . OA, OB, OC は 同一 平面 上 に 
ある (つま り 線 型 独立 で な い ) か ら , (*) を 満た す (2。 8, 7) は 
(1。 1,1) 以外 に ,。 いく ら で も あり うる か ら で あ る . 
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晶 . 1 1 ES と ENETR2E5KEES っ ET 


ム へ ABC の 頂 角 A の 二 等 分 線 と 辺 BC と の 交点 を D と す 
る と き , AD を ,。 AB=?, AC=c を 用 いて 表せ . 


SSC 


GEO 


BSEWOURNSNHMNSNIIIGIAIRNIREAMMONOUGBERZRNSRSNRRASNGSSRERSSRENSSSWSNSNNG0 


アプローチ 「 ひ し 形 の 対角線 は 頂 角 を 二 等 分 する 」 と いう 性質 を 利 
用 し ます . ( 図 を 参照 し て 下さ い ) 


隊 還 AB, AC と 同 方 向 の 単位 ベタ トル は , それ 
それ な る か ら ATD は これ ら の 和 吉 


四 


! 


ピコ 


5 」 と に 平行 で あり, し た が っ て 。, 
騰 還 着 


AD ) B D @ 


(を は ある 実数 ) 
と 表せ る . 一 方 , D は 辺 BC 上 の 点 で ある か ら 


記 当 |))。*" ド = 古 aabieeee ②⑨  B.111② 解 答 
Il+|cl で 同様 の 議論 を 
で ある . ② を ① に 代入 し て , 学ん だ .。 
| 二 |cl 


研究 本 問 は , 平面 幾何 に お ける 次 の 定理 
[定理 ] AABC で と A の ニ 等 分 線 と BC と の 交点 を 
D と する と 
AB : AC=BD : DC 

の 証明 を , ベク トル を 用 いて 行なっ た も の で ある . 平面 如 何 の 手法 に 
よる 証明 は 「 大 学 へ の 数 学 A 人 ニュ ー ア プロ ー チ 」B.305(1) を 見 て 下さ 
い . 逆 に , この 定理 を 仮定 すれ ば , 分 点 の 位置 ベク トル の 公式 を その 
まま 用 いる こと に より 本 問 の 結果 を 表す こと が 出来 る . 各自 確認 し て 
下さ きい. 


56 $1 ベク トル 


日 1 己 戸 = 
へ ABC 6 と する と, 


De た だし,。 る 2 Cc は それ ぞ れ 辺 
B⑨ 肖 (25 0 


ESNREHUODT2SSESRETEESS 


っ aar5FdECEAEEESS 


EE に ーー 


[アプ ロー チ > 内 心 と は , 各 頂 角 の 二 等 分 線 の 交点 で す . 角 の 二 等 分 線 
と きた ら 。 次 の 定理 を 思い 出し た いも の で す (前 問 で 扱っ た ば か り で 
す ). 


[定理 ] へ ABC で ン A の 二 等 分 線 と BC と 
の 交点 を D と する と 
AB : AC=BD : DC 
際 還 ZA の 三 等 分 線 と 辺 BC と の 交点 を D と お 
く と , 角 の 二 等 分 線 に つい て の 定理 か ら 
BDDC 三 650 。。 essesltftsts ① 


gC 
演 の 十 c 


再び この 定理 と この 結果 を 用 いる と, 
AI : D=AB : BD 


BD テ 4※X 


4 の 


還 の 十 と 
=(5 二 CE12 ② 
① と ②@ よ ょ り 
32 二 あ ny 
pr 
ーーFpro 5rc(2AB+cAC) 
ーー エー(5AB+cAC ), | | 
[ 注 ] で 証明 し た 結果 は , O を 任意 の 点 と し て 
Oi-OKー 1 (eop- OA )+c(OC-OA )) 
01 テ ーー ュー ぁ ェ ュ (0OA+ 60Be0C) 


と 書き 換え られ る . 
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信 は 1 らら 紀 SS に SPIE 


AABC で 
(人 A 時 。 BG)=(BC GA) ニ (6A。 AB uo (*) 


が 成り 立つ と き , へ ABC は どん な 三角 形 か 。 
た だ し , (Z,。 5 の) は の と の 内 積 を 表す . 


NAOTOCESOROTSRERERARRDCODIUEGSSSESSSSRRRSNIRRSSN 馬 本 SSSEDEOSSSSSNNESNIER 


[アプ ロー チ > 最近 の 教科 書 で は , ベク トル 〆, 5 の 内 積 を 表す 記号 
と し て , g・62 が 一 般 的 で す が , 大 学 以 上 で は 本 文 に 示し た よう な 
(Z, ?) が は る か に 一 般 的 で す . 


(*) は 


の CA) 2 ① 
(BC, CA)=(CA, AB) ……… ⑨ 
と 同値 で ある . 
① つつ (AB, BC)-(CA, BC)=0 移 項 し た . 
を 人 う (AB-CA,。 BC)=0 。 ……… @③ 分配 法 則 
を っ (AB+ AC。AC- AB)=0 始点 を A に 統一 
っ ACE-|ABEー0 し た . 
で IAB|=|ACI っ 0 
同様 に , 
@⑨ < つう IBC= に IAB|  …… わり 
①' か つ ⑨' より (*) を 満た す へ ABC は , 正三 角 
形 で ある . 


[ 注 ] 辺 BC の 中 点 を M と する と , 
AB--CA=AB+ AC=2 AM 
と な る こと と か ら 。⑨ を , 


(2 AM, BC)=0 

と 変形 し 。 これ か ら , 

AMTBC 5 AB=AC 
を 初等 幾何 の 知識 を 利用 し て 導い て も よい . 
また , AB 。 ACー C と お いて ,(*) を 

| の 12 生 60 8) 
と 変形 し て , これ を 

18|=|Z| cos4= テ 


と 変形 する 手 も あ る . 


うら ざ $1 ベク トル 


B.14 …ーーーーーーー 

Z キ 0 と し , 直線 7 は に 平行 で も る と する . デ =AB 

に 対し A,B か ら / に 下 し た 垂 線 の 足 を A。 B と する と 
き , ヵ カーAPB′ を , どの 7 に 対す る 正 射影 と 呼ぶ . 


ーー 


公式 の ヵ = イニ TP Z を 証明 せよ . 


ー 8 1i) ヵ ク ZZ 

正 射影 7 は , 。 1 ( ェ ー の 1 ょ とら う 条 
B 件 で 決定 され る . 

= 1i ) より 。 ヵ ー ん の (た : 実数 ) ……① と お ける . 
グー 】 ii) は 。 の ・( デ ー ヵ )=0 ……⑨ と 同値 で ある . 

. ① を ⑨ に 代入 し て , が を 消去 する と 

= タロ ーー eoP/ の (デー を の =0 。 … の デー ん 20 
と な り , 

Z キ 0 より |1Z| キ 0 だ か ら , 4ーF RE ⑥ 


民 
と た の 値 が 求め られ る . 
を ① に 代入 すれ ば 証明 すべ き 式 を 得る . 自 


へ AOAB に お いて , 直線 OA に 関す る B の 対称 点 を C と す 
了 0C も _04= の _0B= ヶ GU GO 
C が , OA に 関す る B の 対称 点 で ある た め の 
条件 は ,。 i) BC の 中 点 が OA 上 に あり , か つ 
唱 ) BCLOA ど な る と と で ある 。 
1i ) より , ) 0C= を 2 …… ① と お ける 。. 
品 ) は , @・(0C 一 ぢ )=0…… ② と 同値 . 
① を 用 い , か ら OC を 消去 し た の 値 を 求め る と 
@・( を gZ 一 2 5)=0 
|ZP-2Z.5=0  … 生み 


と な る . これ を ① に 代入 し て 


0 人 あ 
lg| 


[ 注 ] 図 を じっと な が め れ ば , 本 間 の 結果 と 前 問 で 示し た 公式 と の 関 
係 は 理解 で きよ う . 
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B.18B 一 


Z, 5 を 互い に 垂直 な 単位 ベク トル と する 。. 任意 の ベク 
トル に 対し , げ ()=( 2・) Z, 9)=( 2・) ぢ 
と する と き , 次 の 問い に 答え よ . 
(1) 77(z))= ニ 7(?)。 9(z)) ニ 0 を 示せ . た だ し , 0 は 
零 ベ クト ル で ある 。. 
(2) Z, 2 と 同一 平面 上 に ある 任意 の ベク トル に 対 
し レ , げ (*) 十 9() ニ ァ が 成り 立つ こと を 示せ . 
(MM(2) 学 (2 
7 び (z))=(2・7( 々 )) Z 


ー(Z(2・) 4) の 


SRARS2238Gt2EPKERRR5EESBSSSSSS 和 OS 


=(2・z)(2・6) 6 ョ 2.( 記 )= ニ が (2・ の 
=(2・)Z (… の ・g=|Z ド 一 1) き 2 は 単位 ベク トル . 
ーー ル %) 


また g プ (z))=( ぢ ・7()) 7 
=( 5 ぢ ・(Z・)Z) 5 


ーー ーー レー テー ーー、 


ー( 2・)( 2・Z ) 5 
=07 (… 5・gZ= テ 0) 2 と 5 は 直交 
ー0 自 する ベク トル 


(2) = が Z, ひと 同一 平面 上 に ある こと か ら 
ァ ーcg 十 の 5  (@, /: 実 数 ) 
と お ける . 
7(z)=(Z・(ZgZ 十 の の ))Z 
=(g| ZF 填 8(Z・5)) 〆= ニ g 12|=1, 5ー0 
同様 に 。 9( ァ )= ニ 2 ち ぢ 
よっ て ,。 7( ァ ) 十 9 の (ZZ) ニッ ZZ 十 8 の = 自 


研究 2, 2 が 単位 ベク トル で ある の で , 7(), 
の と) が , それ ぞ れ , r の , g 方 向 , 7 方 向 へ の 正 
射影 を 表す (eo 放 B.124). この こと を 考え れ ば , (1), 
(2 が 成立 する こと が よく 納得 が で きる . 
な お , (2) を 証明 する に は 

ター ア ( ァ ) 十 9 の () 一 デ 
と お いて 。 “2・ ヶ 王 5・ ヶ 王 0” を 示し , これ か ら 
ヶ 三 0 と も っ て いく 手 も あ る . 


6 の $1 ベク トル 


B.1 ら フ 一 
中 心 0 の 円 に 四角 形 ABCD が 内 接し て お り , O は どの 辺 
の 上 に の っ て いな いも の と する 。 
(1) 辺 AB の 中 点 氏 を 通り , 辺 CD に 垂直 な 直線 の ベク ト 
ル 方 程 式 を 。OA, OB, OC, OD を 用 いて 求め よ . 
(2) ①) を 利用 し て , 四角 形 ABCD の 各 辺 の 中 点 を 通り , 隣 
り 合わ な い 負 に 邊 な 直線 は 1 点 で 交わ る こ と を 示せ . 


5 が GBR 


NSPGGSOOUSKRSSNSNRIMSNNSNDN6 


[アプ ロー チ > CD に 垂直 な ベク トル が どの よう に 表せ る か , これ に 気 
づく こと が 解法 の 第 一 歩 で す . 「 1 点 で 交わ る 」 こ と を 証明 する に は , 
どの 直線 も ある 定点 を 通過 する こと を 示せ ば よい の で す . 


医 還 (1) 直線 上 の 任意 の 点 を P と する と , 


OP=OK+KP ……… ① で ある . 
まず ,。 K が 線 分 AB の 中 点 で ある こと か ら 
OK = を (OA+OB) SSC ⑨ 


C 次 に , KP1CD で あり , また CD の 中 点 を M と 
する と OMTCD で ある か ら , KP/OM で ある . 

「O が 辺 上 に な 区 し た が っ て 。 KP=/OM=/ テ (0C+OD) Le ③ 

い 」 の 仮定 は , 

ここ で て 効く. と な る 実数 7 が 存在 する . 以上 ①, ②, ⑨ よ ょ り 

OM=0 で あっ  OP= を (0A+OB)+ す (0C+0D) (7 は 実数 ) 

だ ら 。 

TKP =7OM と 

いえ な いか ら だ . ( 2 ) BC の 中 点 し を 通り AD に 垂直 な 直線 上 の 任 

意 の 点 を Q と する . (1 同様 。 あ る 実数 ゞ を 用 いて 


0G= を (OB+OC)+ さ (0D+0A ) と 表せ る . 
これ と (1) の 結果 を 見 比べ る と , 一 * ニ 1 の と き , 
OP と 0Q と は , と も に ベク トル 含 (0A+0B 


+OC+OD) に 一 致す る . ゆえ に , 「 氏 を 通り 対辺 
CD に 垂直 な 線 」 と 「 葉 を 通り 対辺 AD に 垂直 な 直 
線 」 は , いずれ も 


OBー テ (OA+0B+0C+OD) な る 定点 を 通る 
他 の 2 直線 も E を 通る こと が 同様 に 示さ れる . 四 
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B.188 一 
ベク トル の 集合 レニ ( ゥ = (z, の |z2 寺 7 ミ 1) に 属す る 任 
意 の 2 つの ベク トル ム 。 と 任 意 の 2 つの 負 で な い 実 数 
2 と に 対し , ベク トル g み 十 2 の 大 き さ は , g 十 2 を 超え な 
いこ と を 証明 せよ . 
[アプ ロー チッ > |2 十 8 の | ミッ 二 /2 を 証明 する に は , 
2 みみ 十 2F ミ (2 十 の” を 示せ ば よい . 


の ,。 みみ と する と , 


| カー(zr の ) ア j 十 "ミミ 1 の ① 
み 三 (2。 ) 2 十 2 ミ 1 …… ② 


と お ける . この と き , 
@ 十 の p 三 (Zi 十 2p。 の 十 8 の) 
| Z の 3 8 F 王 (en 十 7 十 (2 十 8 の) 

の (yi 十 み 7 十 2g8(zuzs 十 の ) 
十 /(zZ 十 みう 
と な る が , 絶対 不等式 
(ziz 填 みみ)ー(zr7 二 の (zZ 十 うけ 
ー(zi 一 7 


ミ (z2 二 の の (z2 十 の ) (ziz 填 7 

が 成り 立つ こと , お よび ①, ②, g8 ミ 0 と か ら , 不 ミ (Zr 十 め り 
等 式 X(zg 十 うけ 
(コー シー・ シ ュ 


12 慎二 298 十 ー(g 二 の 
が 導 か れる . これ と eg 十 テ 0 と か ら 
|2 十 | ミ Z 二 2 自 


研 三角 不等式 :|z+2lslz|+|g| を 利用 する と , 本 問 は た だ ち 
に 解決 する . 実際 , 


バル ツ の 不 等 
式 ) 


|e 填 |l ミ el| 二 |2| ョ 三角 不等式 
= 慎み | る c=0, 2 テ 0 
ミ ゥ o 十 の | みみ | ミ 1, 


と すれ ば よい . | ls1, 


6 ク $1 ベク トル 


B.188 一 
2 三 (1。 一 2, 地 馬主 5, 4) と する . 

(1) Z, ) の な す 角 9 の (0* ミ 9<180") を 求め よ . 

信 有 0 の の いずれ に も 垂直 な 単位 ペク トル e を 求め よ . 


PSRSESSBNERENRSRSHSNRSNSSNWNRROSNSMKOKRSEASS 


SSHDDNEERRERRSRSRSASOE23P 


アフ の 


内 積 に 関す る 基本 問題 で す 
A1.8 3" 区 (1) | |Z ほ /"+( 一 2 寺 ( 王 87 
ーッ]14, 
1 ヵ | ビ y]T2 十 42 
5 ん 
2・ ら = テ 1・1 二 (一 2)・5 十 (一 3)・4 


OS ヵ 提 放 = 人 0 
12|15| 1442 


弧 度 法 な ら 馬 … の 150* 
9 の = さ ヶ (2) どの =(z, 9。 <) と する と , 


24 


]e 上 NU 語 の @ ニッ ァ ー2 ヶ 一 3 三 0 
5 6W 
この 連立 方 程 式 の 」@ より ヵ ・g= ァ 52 十 4< 三 0 
し 3 212 @⑧ 
| e =1 ょ より |eF 王 2 二 が 十 ニテ 1 
4 ③ 
①, を ょ >, ヶ に つい て 解く と 
ーー ルス 
1 
リー ニンニン 
《①④ を ③ に 代入 し て 3z? ニ 1 
1 
ーー 圭一 ニー 
9 本 9 
ゆえ に , 求め る ベク トル は 
e=(- 還 り 二 」 
69 全 還 記 91 
まま 
SL 
2 
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SS Cs、 


BB.130 ーーー ー 
直方 体 の 相 隣 る 3 辺 を OA,OB,OC と する . 対角線 OD 
が へ ABC の 平面 と 直交 する の は , この 上 直方体 が 立方 体 の 


OTNYYNND3KWSSD 


OA, OB, OC を ry 軸 , 7 軸 , < 軸 に と る . 記 基 準 と な る ベク 


OA=2, OB=5,。 0C=c と する と , トル が た が い に 
A(2。0, 0), B(0, 0), C(0, 0, 6), 垂直 な と き に は , 
D(2 0 の) と な る の で , その 方 向 を 座 柱 
時 抽 あ 3 
AB=( 一 2, 5, 0), AC= テ (一, 0, の ) ・ 

出入 


も 

OD・AC=g( 一 の 十 の 0 十 c・c ニ ー の 十 c" 

KG 

OD」 平 面 ABC を - OD・AB=OD・AC=0 
を - つ 一 ダ 寺 ゲ テ ー〆 二 co* テ 0 
を Z 三 6 三 と 


で - この 直方 体 は 立方 体 邊 


(座標 を 使わ ず に 証明 する .) 
OA = ニ Z。 OB ニ = 5),。0Cー と 書く と 。 OAM 
OB, OC は 直方 体 の 相 隣 る 3 辺 だ か ら , 
の と っ だ 20 に 1 て: ① 
また , O, A,B を 含む 立方 体 の 面 を OAEB と す 
る と , 
0D=OE+ED=(Z+)) 上 で どー の Z 填 り 十 ど 
で ある か ら , ① を 用 いる と , 
0D・AB=(2Z+ ぢ 二 )・( ぢ 5 一) 


=|#F 一 12 0 ……… ② 財 式 の 展開 
同様 に 。OD・AC=| cP-12F 。。 ……… ③ (<+6+ の (@ー の 
②, ③ よ ょ より, OD」 平 面 ABC と な る の は ーー の + の の 一 eg 
1#F-| Z-Z 0 と 同じ . 


|Iz|=| 引 =| c| 
すなわち 立方体 の と き で ある . 自 


6 タダ $1 ベク トル 


B.131 


の の で |Z に | 列 =| に ョ Z・ ち 0 を 満た す 空 
間 の 定 ベ クト ル と する . 実数 > を 変数 と する 関数 
7(>)=|(cos z) Z 十 (sinz) 5 二 ど | 
RB > 最小 値 を /7, 013 で の 902 0 


ベク トル の 大 き さ | z| を 計算 する と き に は , 多く の 場 
合 1 一 %・Z を 利用 し ます . 


つね に 7(>)= ミ 0 だ か ら , ( げ (z) の 最大 値 が 
7^。 最小 値 が 7 で ある . 


2+2+ み ド と 。 げ @⑦) 三 |(cos z) 2 十 (Sinz) 5 二 cE 
三 (Z 十 2 十 の )・(Z2 二 の 9 十 め の ) ーcos?z|Z ド 十 sin2z| 7 上 F 二 | 所 
三 | | 補填 4 ド 二 2 の 十 2(cos z sinz) 2・5 十 2(cosz) Z・ ど 
十 2・2 の 十 22・ の 十 2(sinx) の ・ ど 


cosz 十 sin*z 十 1 十 2( 2・c)cos ァ 
十 2( の ・ と )sinz 
[… 12|=|15 =|Z =1 2・ ぢ =0] 
2 十 2{(Z・c)cosz 十 (5・c)siny) 
単 振動 の 合成 人 ー2 十 2Y(2・c7 十 ( 5・c)* cos( ァ ー の 
OS 000 [た だ し , @ は に よら ぬ 角 ] 
6 で あり , ヶ が 変化 する と き , cos(>ーe) は 一 1 か ら 
1 まで の すべ て の 値 を と れる か ら , 
/7ー2 十 2V( 2・c) 十 ( 5・c)* 
2//ー2ー2y( 2・c)* 十 ( 5・c)* 
あわ る だが つ 2 
4* 十 “だ ー4 


詩 央 | 居 同 褒 ほ 2.0 0 より. 
タ Z 三 (cosz) Z 十 (sinz) の は ,。 図 の よう に , 


Z, 』 で 定め られ る 平面 上 で , 原点 0 を 中 心 
/ と する 円 〇 を 描く . 


ヵ テ (cosy) Z 十 (simnx) の で ーZ 十 Cc は 
円 〇 を c だ け 平 行 移動 し た 円 ど を 描く . 
Co 7( 々 ) は 原点 O か ら , この 円 と 上 の 点 P 
(OP= ヵ ) まで の 距離 OP で ある . 
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B. 138 ら ニー ーーーーー ツ ー 
4 OA=Z, OB= ヵ , へ OAB の 面積 =S と する と , 
S2 三 |〆Z 首 5 ドー(Z・5)7 で ある こと を 証明 せよ . 
0 O(0, 0。 0), A( 一 2。 3。 1)。B(4, 5, 2), 
C(3。2。 一 1) と する 。 
(a4) へ OAB の 面積 を 求め よ . 
(b) 4 面体 OABC の 体積 を 求め よ . 


(0 下 280B 三 の どす 3 と 
= み | の 且 人 5 A 


4S2= ニ |Z 四 5 輸 in2 の |Z 首 必 1ーcos2 の ) 
=|Z 目 6F 一 (| 21 |cos の * 
=|Z 門 5 ド 一 (2・5)* 自 
(29.(a) 1 3。 一 1) 
OB=(4。 5, 2) 
IOA 一 (27 二 32 二 (一 1"ー14。 
IOB 上 一 42 十 (一 5)* 二 22 三 45 
OA・OB=(-2)・4 十 3・( 一 5) 二 (一 1)・2 ニ ー 
4S* ニ 14・45 一 (一 25)*= 
Y5_ 
2 
(b) OA に も OB に も 垂直 な ベク トル を 
一 (2。 2,。 7) と お く と 
0 


いと 


esses2 が =ー(1。 0) 一 2) らち が の 8 


OC の , ヶ 方 向 の 直線 へ の 正 射 影 を OC- と する と 
1 2 
(0Cー0OC)・ な =0 
ょ り 0 な ー(1。0。 2) 


ゆえ に , C か ら 平 面 OAB に 下 し た 垂 線 の 長き ヵ は 。 
ヵ 王 IOC/|=Y5 で ある . よっ て , 求め る 体積 は 


1 2 
ア 3 ん 三 っ 2 MD 6 


A(g,0,0) 
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に 間 に に 
空間 に 直交 座標 還 を と り , その 原点 を O と し , r 軸 , ヶ 
軸 , < 軸 上 に それ ぞ れ A, B,C を と る . へ ABC, ヘ へ 
AOB, へ BOC, へ COA の 面積 を を それぞれ ゞ ぐ ,S。 Ss。 Ss 
9 の 5 だき DO SO OS GS 
A,。B, C の 座標 を 
A(Z, 0, 0), B(0。 2, 0), C(0, 0, oc) 
と お く . 四面 体 OABC の 側面 の 面積 や 体積 を 問題 
9 に し て いる だ け だ か ら , 2, の, と は 正 の 数 で ある と 
B(0.60) し て ょ よい . 


RRBSS6 


まま 8 
Si 三 5 の 。 Ss 三 5 0C。 Ss 三 5 の で . ーー ① 
Po 8 
LC B.132 5= す / AB FE| ACE--(AB・AC) 


= エ /(ZT の (@+ の ー〆 
2 
ーー が 上 の 2c2 二 c222。 0 0 ……… ② 


(05 ⑨② よ り S 三 12 十 622 十 857. 


[ 注 ] 四面 体 OABC の 体積 を と お く と , は , へ OAB を 底面 。C 
を 頂点 と する 三角 すい の 体積 と 考え られ る か ら , 


二 う = c=g6c 
で ある . 
一 方 , 3 点 A, B, C を 通る 平面 の 方 程 式 は + デ +ーー1 で あ 
る か ら , O か ら こ の 平面 に 至る 距離 ヵ は , 


計 6 の と 
272 本 し 本 
/ 坊 + 寺 + 才 の が の 十 が の c 十 cg 


で ある . これ を , 訪 ・S・ ム ーー て opc に 代入 すれ ば 


9= す の が が の G+ の の ニ /S2T SS 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 6Z 
日 . 1324 人 


直角 三 tko 90") を 含む 平面 を ヶ と お く . 
上 に な い 点 P か ら , 平面 々 に 下 し た 垂 線 の 足 を Q と する 
9 の 0B= の OP= ヵ を 用 いて 表せ . 


ーー 5 EPRHsmacceegaes 


RC っ ER 


[アプ ロー チ > 平面 へ の 正 射影 を 求め る 問題 で す . c7.B.124 


= i ) Q は 平面 ケ 々 上 に ある 
点 Q は , PO1z 


と いう 条件 で 決定 され る . i ) より , 


0Q=g〆 二 27 (g。 2 に 実数) 。  …… ① 
と お ける . 
i) は , 
(4 3 層 を の! 
PQ」 ぢ gr p・PQ=0 。  …… ③ 
と 同値 で ある . 


① ょ り , PQ=0Q 一 OP=Z の 8 の ぢ りー が 
で ある か ら , これ を ②, ③ へ 代入 する と , 
Go 

6・(Z@ 十 の ー ヵ ) テ 0 


に 結 OH ②⑨②′ We と 2 に つい 
eg の ・5 填 月 一 か 7 か 0 ……… ③′ て の 連立 1 次 方 
と な る . と ころ で , AOB=90" で あっ た か ら , 程 式 で ある . 
Z・ ち =0 この 条件 の お か 
で ある の で , ⑨ ょ り げ で , 計算 が 簡 
が 記 単に な る . 
@ 王 / デ ーー 
16 
これ を ① へ 代入 する と , 
ーー か の ニー の の デ 
ニー ニー ニッ ー の 
PMID 


[ 注 | ここ で 得 ら れ た 結果 に お いて , 第 一 項 は 。 
直線 0A へ の 正 射影 , 第 2 項 は ヵ の 直線 

0 ( mg"B.124) つま 
。 平面 へ の 正 射 影 が , 直交 す る 2 直線 へ の 正 身 

2 と いう わけ で ある . 


69 $1 ベク トル 


居 還 1 づ に 1 RESOEBNGEGBNSSBNSRSERSSSI 


空間 に お いて ,。 A, B は 異な る 定点 と する . 


ESSEEESSNERIARNRRRRRRRRRS 肝 昭 SSBNIOSASS5 


(1) AP・BP=0 (2) AP・BP<0 
の それ ぞ れ を 満た す 動 点 P の 集合 を 定め よ . 


( 1 ) AP.BP=0 は , 

“PーA また は PーB また は ン APB=90" 

を 意味 する . し た が っ て , P の 軌跡 は , A, B を 含む 

1 つの 平面 上 に 限定 すれ ば , AB を 直径 と する 円 周 
と な る . 

平面 上 に 限定 し な けれ ば , この 円 周 を AB の まわ 
り に 回 転 し て 得 ら れる 図形 , すなわち , 

AB を 直径 の 両端 と する 球面 
で ある 。. 
( 2 ) AP・BP<0 は 

AP と BP の な す 角 APB>90" 

を 意味 する . 

A, B を 含む 1 つの 平面 上 に 限定 すれ ば , これ を 
満た す 点 P の 集合 は , AB を 直径 と する 円 の 内 部 で 
ある . 

平面 上 に 限定 し な けれ ば , この 範囲 を AB の まわ 
り に 回 転 し て 得 ら れる 立体 。, すなわち, 

AB を 直径 と する 球面 の 内 部 
で ある 。. 


ERRRISOPGESEOTaeGE 古 で hc 


研究 A, B, P の 位置 ベク トル を の , ぢ ,。 の と お く と , (1) は , 
(の 9K⑳=00 コ ame 00/ 
と いう 。 いわ ば ヵ に つい て の 2 次 方 程 式 に な る . 通常 の 2 次 方 程 式 と 
同様 , (1) の 左辺 を 展開 し て , 平方 完成 する と, 
12 ド 一 が (2Z+ 5)+Z・ ぢ =0 


= 0 12439 人 す 9- と 5 
| ヵ | 2( に の @・6 
ェ g 二 の 2 1 ー テ 。 . ヵ | 1」ー テ 
= 計 - ・ | に 唱 #- 


と な り , これ は , (Z 十 ?)/2 を 位置 ベク タ ト ル と する 点 ( す な わ ち 線 分 
AB の 中 点 ) か ら 動 点 P に 至る 距離 が 一 定 (| Zー 5|/2= ニ AB/2) で あぁ 
る こと を 主張 し て いる . (2) に つい て も 同様 で ある . 
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に 時 1 づ 遇 SER REFSRSSCERNEYSSREEEMSOE の EE 
空間 内 に 三角 形 ABC が ある . 
AP・BP+BP・CP+CP・AP = 0 ……… (*) 


AA 

[アプ ロー チ ツ > 適当 に 座標 軸 を 定め て , (*) を 座標 に つい て の 方 程 式 に 
書き 換え る と いう 手 も ち あり ます が , ここ で は , 位置 ベク トル を 利用 し 
2 が まし よう 


A, B。C, P の 位置 ベク トル を Z。 5。 と, 
の と お く と 
(*) を - つ (の ー@ の ・( ヵ ー 5)+( ヵ ー ?)・( ヵ ー と) 
+(⑫ーe)*(》 か = の =0 
* き (1 一 (2+ の ・ ヵ の 寺 @ の ・5} 
人 | 一 (#)・ ヵ + ?・ の ) 
{| ヵ 間 一 (どの )・ ヵ 二 c・ の )=0 
を つう 3|1 が 一 2(Z) 十 ど )・ の 2・5 二 5・ ど 


十 | c ド ー Z・ ち ー ぢ ・c 一 C・Z) 
と な る . 最後 の 式 に お いて 
(は た だ し , G は へ ABC の 重心 
右辺 = 十 ( 
_ (AB*+BC*+CA う 
18 


2 一 ?F 二 | ち 5ーcF 二 | cg 用 


で ある か ら 

YAB*TBC*X 十 CAS 
372 

と な る . ゆえ に , (*) を 満た す P の 存在 範囲 は , 
ム へ ABC の 重心 G を 中 心 と する 


ュ レ ク YAB* 十 BC 十 CA* 
半 ーー ーー 一 


(*) を GP= 


Z の $1 ベク トル 


四面 体 ABCD の 各 頂 点 と その 対面 の 三角 形 の 重心 を 結 
ぶ 4 直線 は , UNG2SS と を 証明 せよ 。 


Ei SB20ONO3DGNSEONROGINSIDEVOORMNMSHONWEKMSMSSRSSRNSSRSNNNNS 


RNNMDHDRNROSDRSESRERGESMRREW 人 8 


[アプ ロー チ > 4 直線 が 同一 の 定点 を 通る こと を いえ ば よい わけ で す . 


隊 還 へ BCD の 重心 を G, と お く と , 直線 AG」 上 
の 任意 の 点 P に 対し , OP は , 実数 : を 用 いて 


直線 AGi の OP=0A+7 AG 

ベク トル 方 程 式 詞 (1= が OROG | 。。 Hs WM 
と 表せ る . た だ し , 0 は 空間 内 の 任意 の 点 で ある . 

A 22 っ)3(G ぐ 


0G,= を (OB+OC+OD) 
で ある か ら , これ を ① に 代入 する と, 
D OP=1-0A+ 計 (OB+0C+OD) …… の) 


と な る . ここ で , 7 一 七 と お く と , ② の 右辺 は 


テ (OA+0B+OC+OD) 
C 
と な る . すなわち , 直線 AG」 は 
@ ょ り = 0G= オ (0A+0B+OC+05) …… ⑧ 


AG- そ AG で 定まる 点 G を 通る 

だ か ら G は ,。 線 同様 に , 他 の 3 直線 BG。, CG, DG。 も , 点 G を 通 

分 AG ュ を 3:1 る . 

に 内 分 する 点 . よっ て 4 直線 AG」。BG。,。 CG』。DG4 は ⑨ で 定 ま 
る 定点 G を 通る . 血 


[ 注 | 上 の 解法 で は 7 一 3/4 が 天下 り 的 に 与え られ て いる 印象 を も つ 
人 も いる だ ろう . 実は , 直線 AGi の ベク トル 方 程 式 ② な ど を OA, 
OB, OC, OD の か わり に 線型 独立 な 3 つの ベク トル AB,。AC, AD 
の 線型 結合 で 表す と いう 実直 な 方 針 に よれ ば , より 自然 に , 

AG= テ (AB+AC+ AD) 
と いう 点 G で 4 直線 が 交わ る こと を 証明 する こと が で きる 。. 


$1 B 篇 (演習 問題 ) Z7 
.13 晶 


基 間 ON 遇 が 3 る be22A、 Ao 
この 中 か ら 任 意 の 3 点 を 選ん で 作ら れる 三角 形 の 重心 と 残 
り の 3 点 で 作ら れる 三角 形 の 重心 を 通る 直線 は , 定点 を 通 
る こと を 示せ . 

部 説 寺 NW 還 還 EEESRREEdIEYMSNOIGERNEENSS9BBRNEEG0M 六 RSE SORTRCWW0DRDTGTGSM026S02DNGESERSGEIRSBNSEEROSESARS 

了 還 A,(7ー1, 2, …, 6) か ら 任 意 に 選ん だ 3 点 を 

Bi, B。, B。 と し , 残り の 3 点 を B。 Bs。 Be と す 


StPRTHCCES5IS2 っ SEE 


る 。 
空間 内 に 任意 の 1 点 O を と る と , へ BiB。B。 の 重 
心 Gi は 
06,= を (OB,+OBs+OB) 。。 …… ③④ 
を 満た す 
同様 に へ BBsB。 の 重心 Gz は 
0G。= 舎 (0B+OBs+0B) 。 …… ② き ①, ② は , Bi 
き Bz,B。 の 選び 方 
を 満た す に 依存 する . 


Bi。B2,…, B。 は 全体 と し て Ai。 As。 …。 A。 
と 一 致す る か ら ,①+② よ り 
0G」+06。 


ー さ (OB, +OB。+ OB。 ae OB。 還 F OB。 OB) 


ーー を ド ーーー 一 ーー 一 と ニー 一 一 


舎 (OAi+0A。+0A。+ OA4 填 OAa 十 OA。) 者 Bi, B。, B。 の 選 
び 方 に 依ら な い 


と な る が , G 計 これ は GiGs の 中 点 が Bi, B。, B。 の 選び 定 ベ ク トル 


方 に よら な いこ と を 示し て いる . すなわち , どの 2 
つの 三角 形 の 重心 を 通る 直線 も 


SE 間 OA4+OA。+OA。) 
で 定め られ る 定点 M を 通る . 是 


[ 注 ] G+ と G。 が 一 致す る 場合 は , 「G」 と G。 を 結ぶ 直線 」 は 定義 され 
な い が ,OG」=0G4 王 OM (すなわち 。Gi=G。 王 M) で ある か ら 。 こ の 
場合 も ,「G。G。 を 通る 直線 が M を 通る 」 と 考え て いい だ ろう . 


7 グ $S1 ベク トル 


日 .18 ヨ ーーーーーーーーーーーーーーー 一 
点 A(2, 0 一 1) を 通り , ベク トル (3 一 4。5) に 平 
行 な 直 線 を 7 と する . 点 P(z。 2, る 々 ) が 7 上 に の っ て いる の 
は ,。。 92。 < 々 の 間 に ど の よう な 関係 が 成立 する と きか . 


69SERSRSGGEESSECEGSCRNSAS2SSERDSSSN3 


SSR っ ク EEKS2RDIOKGKSSGERS3SKKYP0DESEGEESEssS 


了 散 還 点 P が / 上 に ある た め の 条 件 を ベク トル で 表 
29 と 
AP=7 …… 京 と な る 実数 が 7 が 存在 す 


20c コ の る 
-| が ! 多 と な る 。 
タキ + 交 を 成分 表示 する と 
ァ ー2 三 37 
ヶ ッ ーー47 
< 十 1 三 57 
如 が る 


これ か ら 7 を 消去 する と 
4 二 7 シシ 久 還 ! 


9 本 4 5 
と いう 関係 を 得る . 
解 記 ここ で 求め た ヶ , 2。 < に つい て の 関係 式 は , A1.9II(p.32) で 述 
べた 直線 の 方 程 式 で ある . p.32 の 公式 を 覚え て いれ ば , いき な り 最 終 
の 形 を 答え る こと も で きる . 
逆 に ,。 上 の 方 程 式 の 各 辺 の 値 を 7 と お く と , / 上 の 点 P の 各 座標 >, 
2。 々 は 


ァ ー37 十 2 
ヶ ッ デ ー47 
<57 一 1 
と 表 さ れる こと が わか る . 一 般 に 直線 
マーzo_ 9 ター の 0 ター る o 
@ が 巡 
上 の 任意 の 点 の 座標 は , 
(zo 十 g7。 十 太 。 る 十 7 の 
と 表 さ れる . これ は , 直線 の ベク トル 方 程 式 
2 王 6 二 め 
に お いて 。g 一 (zo。 。 る ), 2 一 (@。 8, 7) と いう 成分 を 代入 し て 計算 
し た も の に ほか な ら な い . 


$1 B 篇 (演習 問題 ) 9 
日 . 1 2 ロ 0 抽 和 EPSECSSHPSS33SSSSEES0G35DICESSSS2ERSREES か ES 


3 点 A(1, 選 2), B( 一 1, 93 3), P(z,。 の ぅ る ) が 同一 
直線 上 に ある の は ァ 。 2, < に どの よう な 関係 が 成り た つと 
きか .。 

[アプ ロー チ > 相 異 な る 2 点 A, B を 結ぶ 直線 上 に 点 P が ある た め の 必 
要 十 分 条件 は AP=7AB を 満た す 実数 : が 存在 する こと で ある . 


間 結 < 十 1。 ぇ ーー2) 
AB=( 一 1 一 1, 一 3 一 (一 1)。3-2) 


(一 2, 二 の 1) 
を 直線 AB の ベク トル 方 程 式 (媒介 変数 表示 ) 
AP ニ =7/AB 


に 代入 する と , 
( ァ ー1, ヶ 十 1。 一 2) テ パ (一 2。 一 2。 1) 


ァ ー1 ニ ー27 
2 に 三 め 
々 ー2 三 7 
と な る . これ ら を 7 に つい て 解く と 
elU 調 
の 二 め 
9? 十 1 
= ニョ 二 
ター2 三 7 
と な る . これ ら か ら / を 消去 する と, る 媒介 変数 # の 消 
の 三 が 去 . 
2 Dr 2 


[ 注 ] 3 点 A,B, P が 同一 直線 上 に ある こと は 点 P が 2 点 A, B を 
通る 直線 上 に ある こと に ほか な ら な い . し た が っ て , ここ で 求め た 方 
程 式 は , P(z, 2, る ) が 直線 AB 上 に ある た め の 必 要 十 分 条件 。 つま 
り , “直線 AB の 方 程 式 ” で ある . 


と 4 $1 ベク トル 


お 了 り を 通り 。 ベク トル ム ニ (1。 一 2, 2) に 平 
行 な 直線 。 点 (0。 3, 2) を 通り 。 ベ クト ル め 三 (3, 4。 5) 
て 平行 な 直線 を 直線 6 と する . 

(1) は 1 点 で 交わ る . 交点 の 座標 を 求め よ . 

(2②) ん 4 の な 方 生 を 求め ゆび. 


SCIRSGRINRBEBSGRSSSNSRR 


(1 ) 4, 上 の 任意 の 点 は それ ぞ れ 
(』ー4。 一 2 ヵ 十 1。 2 ヵ 十 5) 
(3 ぁ , 4 ぁ 十 3。 一 5 ぁ 十 2) 

と 表せ る の で , 4, 4 の 交点 が 存在 する と いう こと は , 


ー4 地 39 あ =。 。  。。 So ① 
2 個 の 未知 数 に 物 ー2 ヵ キー4 ぁ 填 9 ② 
対し て , 方 程 式 2 方 半 5 三 三 9 に 2 2 ⑨③ 
が 3 個 . 
の すべ て を 成立 させ る ヵ ,。 ぁ の 実数 値 が 存在 する こ 
と で ある . 
①, ⑨② を 満た す 4 ヵ 4, ぁ は 
ヵ 三 1 ぁ テ ー1. 
この ヵ れ 。 ぁ に 対し , ③ も 成立 する . 
以上 か ら , 4 ム は 交わ る . その 交点 は 
(一 3, 1, 7) 
(2 ) ぬ , 必 の な す 角 を 9(0'" ミ 9 の ミ 180") と お く 
と 。 
。 2 ・2 の 5) l 
135 coS の 三 P 了 ー 三 /55 5 
45 9135* 


ゆえ に 4 と の な す 角 は 45* 


[ 注 ] ベク トル の な す 角 と し て は , 鈍 角 も 考え る が , 直線 の な す 角 と 
し て は , 鋭角 の 方 を と る の が 習慣 . ( 図 を 参照 し て 下さ い ) 
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SS 


生音 2 直線 / 
Nb りや りら 029 半井 二 N0 は 、 
直線 7 上 の 点 P の 座標 は 
P(2 一 1。 7 十 4。 一 3 十 8) 
と お ける . この と き 
AP ニ =(27 一 2。7 填 5。 一 37+5). 
一 方 , 直線 7 は 一 (2, 1, 一 3) に 平行 で も る か 
ら 。 AP」/ の 条件 は 


ピコ 


EEE: の Sga2G5FSEOz 


%・AP=2(27 一 2) 十 (7 上 5) 一 3( 一 37 二 5)=0 
71 
と な る こと と で ある 。 … Pd 5.5) 


B.143 一 一 
点 A( 一 1, 3, 0) を 通り 。 ベク トル (2, 一 2, 1) に 平行 な 直 
線 を /, 点 (2, 4, 2) を 通り ,。 ベク トル (1, 2, 一 1) に 平行 な 直 
線 を 7 と する .。 / 上 の 点 P と 7 上 の 点 Q を 結ん だ 直線 ヵ が 
。 婦 払 方 と 邊 直 に な る の は , Q が どの よう な 点 の と きか . 


VRM2020N2EY CDN OS に RGMSNSNSSNSNSSNSSSSS 


7, 7 上 の 任意 の 点 P。Q の 座標 は それ ぞ れ 
軸 ー2# 填 3。 の 
Q(s 十 2。 2s 填 4。 一 s 十 2) 
と お ける 。 そ と で 。 ペ ベク トル 
PQ=( 一 27 寺 5 十 3。 27 十 25 二 1, 一 7 一 s 填 2) 
が , 2 直線 の 方 向 ベ クト ル =(2。 一 2, 1), 
8=(1, 2, 一 1) の 両方 と 直交 る よう に , s。 7 の 
値 を 定め れ ば よい . 
2・PQ=2( 一 27 二 5 十 3) 


ー2(27 寺 2s 十 1) 十 (一 7 一 s 十 2)= ニ 0 
か PO=( 一 27 5 十 3) 


十 2(2 填 2s 二 1) 一 (一 7 一 s 十 2) テ 0 
7 王 1。 s テ ー1. 
ゆえに , み が /。 双方 と 垂直 に な る の は 9 
P, 1 1), Q。 2, 3 ぅ ) 
の と き で ある 。. 


ここ 
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(1) O を 原点 と する zzz 空間 内 に 3 点 A(1, 0, 1), B(0, 
2 DNSM1。 0) が あめ る ん /。 7 が 
4 填 ん 二 7 三 1 を 満た し て 変化 する と き , 

OP=4OA+TzOB+T70C mt (*) 

で 定まる 点 を P と お き , その 座標 を (z。 9, <) と お く . こ 
の と き , , ヶ 。 々 の 間 に 成 り 立つ 関係 式 を 求め よ . 

(2) さら に 。4。 ム 。 7 が, 4>0。 >0,。 ァ >0 も 満た し て 変 
化す る と き , P は どの よう な 図形 を 描く ヵ 


OTHERPPNSES9 に 5 本 い SFSREGKI95P3 あ OWNKRYZSARONNERGS 


( 1 ) 41ー7 を (*) に 代入 する と 
OP=(1-ーー7)OA 十 /OB+ 70C 


ゝ 
ロ 


ーーOA+T/AB+ 7AC 
OA を 移 項 し て 
AP=/AB+yAC PCDDCOCCD (* * ) 


これ は , 点 P が , A を 通り , AB と AC に 平行 な 平 
面 。 す な わ ち , 3 点 A, B, C を 通る 平面 上 に ある こ 
と を 示す .。 
この 式 を 成分 表示 する と , AP=( ァ ー1, 2,。 ぇ ー1), 

AB=( 一 1。2, 0), AC=ー(2。 1。 1) より 

ァ ー1= ル (一 1) 十 7・2 

ッ ー*2 十 7<1 

ター1 テ 0 十 7( 一 1) 

7 の 。 
この 3 式 か ら , 。 7 を 消去 する と 
2 ァ 十 みり 十 5 ヶ ー7 
と いう 関係 式 を 得る . 
(2) 次 に , 条件 4>0, >0, >0 を 考え る . 
4>0 は 1 一 ルー ァ >0 つま り ん 十 ヶ く 1 と 同値 だ か 
ら 。/。 7 が >0。7>0。 十 7 く 1 を 満た し な が ら 
変化 する と き ,。 AP=/AB+ 7yAC で 定まる 点 P 
は , B.114 (2) と 同様 の 考察 に より , 三角 形 ABC の 
内 部 を 動く こと が わか る . 
(1 ) 4 一 1。 /ー ァ ー0 の 時 の 点 P は A で ある か ら , A の 座標 
ァ ー1, ヶ ー0。 < 三 1 は 上 の 関係 式 を 満た し て ぃ る. 代入 し た 式 
2-1 二 1・0 二 5・1 ニ 7 
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を 上 の 関係 式 か ら 引 け ば 

2( ァ ー1) 十 1・ ヶ 十 5( タ 一 1) テ 0 
と いう 形 の 式 を 得る . この 式 は (2, 1, 5) と お く と 

2・AP=0 
と 表す こと が 出来 る . これ は ヵ が P の 動く 平面 の 法 線 ペ さ ク トル で ある 
こと を 示す . 
逆 に , AB, AC 双方 に 垂直 な ベク トル ヵ を 先 に 求め ,。 これ か ら 上 
の 関係 式 を 導く こと も で きる . 
( 2 ) (② の 解答 に お いて , OA, OB, OC が 線形 独立 で も ある, と いう 
事実 を 用 いて いな いこ と に 注意 され た い . OA, OB, OC が 線形 独立 
で な く と も , いい か える と A, B, C を 通る 平面 上 に O が の っ て いて 
も (た と えば 平面 ベク トル を 考え て いる と き ) 

4。 7 が 4>0。 ル >0。 7>0。 4 十 ん キテ 1 を 

みた し な が ら 変 化す る と き 

OP=4OA+/OB+ 70C 

で 決ま る 点 P は 三角 形 ABC の 内 部 を 動く 

が 成り 立つ の で ある . これ が B.107 [ 注 ] で 述べ た こと で あっ た . 


ee 
点 A(2, 3, 4) を 含み 。 ベク トル ヶ z 三 (3, 1, 1) に 垂直 な 
平面 を ん ヶ と する . 点 P(z。 2。 < 々 ) が ゥ 上 に の っ て いる の は 8, 
*。 の?。 々 に どの よう な 関係 が 成立 する と きか . 


GSRGRORN2EANANONRG 宮 ESECGSESaPSK2S 有 EGOSSSREVSKSRSSRUG6SAGGGRGSRD 


OPC 


陸 還 P が 。 上 に の っ て いる と いう 条件 は AP が 
平面 e と 平行 で ある , と いう 条件 と 同値 で あり , こ 
れ は さら に AP と み が 垂 直 .。 すなわち AP・=0 
と 同値 で ある . 
AP=( ァ ー2,。 ヶ ー3, ぇ 一 4)。 (3, 1, 1) 
より , この 式 は 
3・( ァ ー2) 十 1・( ヵ ーー3) 十 1・(< 々 一 4) テ 0 
と 表 さ れる . 整理 する と , 
3 ァ 十 ヶ / 十 タ 一 193 テ 0 
と な る . 
麻 対 ここ で 求め た 関係 式 は , A1.9IV で 述べ た 1 点 を 通る 平面 の 方 
程 式 で ある . も ちろ ん , この 公式 を 用 いて , 関係 式 を た だ ち に 導く こ 
と が 出来 る . 
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BB.14B ーーーーーーーー 一 
3 点 A,B, C が 平面 を 決定 する 場合 , 点 P じ が この 平面 上 
に ある た め の 必 要 十 分 条件 は , 
AP=zAB+/AC を 満た す 実 数 。 2 が 存在 する 
と と で ある 。 
これ を 利用 し て , 4 点 A(2。 一 1, 0),B(1, 0, 1), 
C( 一 1。 1。 一 3)。 P(z,。 ヶ 。 る) が 同一 平面 上 に ある た め の 条 
件 を 求め よ . 


RE 寺 RARUDBSR0MURHKRROPROROESEREZRGETINOCP325ZNSSRIBCRIGNNH2ORSSSRSISNRIGSSSSN 


IGR NEEDB 有 MR 


EDN00RSNNORRGMNOOCOAOANRO9)82S 


AB=(1 一 2。 0 一 (一 1), 1 一 0) 
=( 一 1。 1, 1) 
AC=(-1 一 2。 1 一 (一 1), 一 3 一 0) 
ー( 一 3。2, 一 3) 
AP ニ =( ァ ー2。? 十 1。 る ) 
を 
平面 ABC の べ 参 AP=。AB+2AC 
クト ル 方 程 式 に 代入 する と , 
(媒介 変数 表示 ) (>ー2、/+1, る =e( 一 1, 1。 1+8( 一 3, 2。 一 3) 
ー( 一 g 一 93, g 十 22, g 一 9) 


ァ ー2 テ ーg 一 3 POCCCCCCD ① 
ッ 十 1 テ g 十 2 PO 9) 
の OO ③ 
と な る 。. 
①, ⑨ を 2, 2 に つい て 解く と 
0 
6 テー ァ ーg 十 1 
媒介 変数 区 と な る か ら , これ を ③ に 代入 し て , eg, / を 消去 すれ 
を 消去 . ば , (Z, ? ヶ , る ) の 満た すべ き 条 件 
5 ァ 十 6 ゅ ーー4 三 0 
を 得る . 


[ 注 ] 4 点 A, B, C, P が 同一 平面 上 に ある と は , 点 P が 3 点 A, 

B, C で 決定 され る 平面 上 に ある こと に ほか な ら な い . し た が っ て , こ 
こ で 求め た 方 程 式 は , P(。 ヶ , <) が 平面 ABC 上 に ある た め の 必 要 十 
分 条件 で ある か ら , いわ ゆる “平面 ABC の 方 程 式 ” で ある . 
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空間 内 に 。 0 で な い ベ クト ル (2。 5,c) と 


点 A( ヵ 。 の 。 7), 点 P(zo。%。 る ) が 与え られ て い を 
る . も すっ 
点 A を 含み , 7 に 垂直 な 平面 を 々 と し , P か ら 2 
@ に 下 し た 垂 線 の 足 を Q と する . - 
PQ を ヵ と AP で 表し , これ を 利用 し て , 0 
IPQ| を 求め よ . 


Q が , P か ら , へ の 垂 線 の 足 で ある と は , 
| i) PQZ ヵ 
叶 ) Q が 平面 々 上 に ある 
と いう こと で ある 。. 
1 ) よ り , 適当 な 実数 + を 用 いて , 


PO=ー% の -… の や もこ よ 5 ① 

AO=AP+T 太 。 lt 0 
と お ける . 一 方 , ii) より 

060 三 0 1「 上 ーー ゼン ②⑨ 


で ある . ①' を ② に 代入 する と 
が (AP+ zz)= ニ 0  … が AP+ 引 磁 王 0 


これ より z 三 ー か が ・ 全 ze usisas (《) 
|zF 
① と ③ ょ り 
0 ニー で き 正 射影 
Ela 記 le 
| 多 | 
_ |2(z% 一 の 寺 w 一 9 十 c( ぁ ー ヶ )| 
_ |gzo 十 5w 十 czo 一 (gp 十 6g 十 cr) | 


平面 e の 方 程 式 は 
g( ァ ーー の 十 が ヶ 一 の ) 填 c(< 々 一 ヶ ) テ 0 
すなわち gy 十 十 c< 三 (2 ヵ 十 02 十 cZ) 
で ある か ら , 上 で 証明 し た 公式 は ,p.35 の よう に いい か える こと が で 
き る. 
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に 1 の 1 避 2 が ター 
実数 s。 7 は 互い に 独立 に 変化 する 変数 と する . 空間 内 の 

2 京 P(S 土 2, 23 Ss.@(7-F3, 一 27 寺 5。 そ 2 を 結 暑 線 


分 PQ の 長 さ の 最小 値 を 次 の 各 方 法 で 求め よ . 
(1) PQ* を 計算 し 。 まず s を 定数 と 見 て , 最小 値 を 求め 
る . 

(2) 原点 O に 対し , OR=PQ と な る 点 R の 描く 図形 を 考 


える 。 
se 3 ーー 


ISSN 


EE Se の 


( 1) PQ*= テ (7 一 s 二 1)* 十 (一 27 一 2s 十 5)* 十 (一 2 一 ミー4)* 
を , まず s を 定数 と みて 7 に つい て 整理 する と 


PQ*ー977 十 (10s 一 2)7 填 (6s*ー14s 十 42) 
る 5s 一 1\2 29s* 一 116s 十 377 
9(+ 9 ) 二 3 
さら に , こ の 7 に 関す る 定数 項 を , s の 2 次 式 と みて 平方 完成 し て 


5s 一 1\2 29(s 一 2)* 
=9(+ ギ ーー リー 十 29 と な る . 


ゆえ に PO* は リーー デ ーー ゞ ー2 の と き 最 小 値 29 を と る . 
よっ て , PQ の 長 さ の 最小 値 は Y29 で ある . 


( 2 ) PBQ=( 一 s+ 寺 1。 一 2sーー27 上 5。 一 sー27 一 4) 
2。 1) 十 1。 一 2。 一 2) 十 (1。 5, 一 4 


三 s( 一 1。 一 
より 。 点 R は 点 (5。 24) を 通り 。 ペク トル (一 1 2 一下 
(1, 一 2, 一 2) に 平行 な 平面 上 を 動く . この 平面 。 に 垂直 な ベク 
トル (2, ヵ , c) は 
(2, の , c)・( 一 1, = ニー の 。 ー1)= テ 0 ーg 一 2 め ーc テ 0 
(2。 2,。 o)・(1。 一 2。 一 2)= ニ 0 。 g 一 25 一 2c=0 
を 解い て , 9 ニテ の c 三 2Z。 と くに 2 三 2 と お け ば 
(2。 ヵ ,。 の ) 三 (2。 一 3。 4④). と な る 。 
IPQ|=|OR| の 最小 値 を 与え る R は O か ら 平 面々 に お ろ し た 
平面 々 に 原点 O 垂 線 の 足 で ある . その 垂 線 の 長き は, 前 問 の 結果 を 用 いて 
か ら お ろ し た 垂 み >  」2・0 寺 (一 3)・0 填 4・0 一 (2・1 二 (一 3)・5 十 4(ー⑳)| _]29| 
y2* 十 (一 37* 十 4? y29 


線 の 長 さ . 
ー29 と な る . 


(2) の 平面 の 方 程 式 は 2 ヶ 一 3? 十 4< 十 29 三 0 と な る . 


[ 注 ] 
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に 時 1 アスト ー | ROGER 5 poー= ェ So 


空間 内 に ね じ れ の 位置 に ある 2 直線 
ム : カー か カ 二 5 
。: カー み 十 7 の 
(の あ , %。 の は 定 ペ ベク トル, 5。 7 は パラ メタ ) 

が ある . 点 P が 上, 点 Q が ゎ 上 を 動く とき, 線 分 PQ の 中 
点 R は , いか な る 図形 を 描く か . 

(0, 2。 一 1), デ ( 一 2, 0, 3) 

タ 三 (3。 一 1, 2), り (1。2。 4④ 
の と き , この 図形 の 方 程 式 を 求め よ . 


RRBAISNR89 人 仙人 NM21MIOEDDSBRSESHCTDSGZOHOOSNEIIIROGSGOSESESSRSN 


SE3) た EHDOGSBKASKESSSNACSGOTSIHSIRGSRR 


職人 R の 位置 ベク トル を ヶ と お く と 


> 2 サ ヶ みみ F( す )+( す Jp 2 ① 
と 表せ る . 


これ は 点 R が, ち 人 を 位置 クト ル と する 点 を 


通り , %,。 ? と 平行 な 平面 を 描く こと を 示し て いる . 
この 平面 の 方 程 式 を 求め る . 
アー(Z。 9。 < 々 ) と お いて ① を 成分 表示 する と 


本 本 と ドー の 征 ee 
のみ ーー』 ラッ 「 ラ 7 の 


りー1ー テ ゃ +』 人 な な ia の ⑥) 


る 三 1 十 s 十 27 に CNG コワ ④ 

②, より 
_ 2(2 ァ 一 ヶ 十 3) 
ーー 7 5 


= サー 
これ を ④ に 代入 し て , s, 7 を 消去 し て 整理 し て 得 ら 
れる 

8y 十 10 カ ー7z 十 5 モ 0 0 mmm ⑤ 
が 求め る 方 程 式 で ある . 
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に つい て 。 ぁ を 含み , 4 に 平行 な 平面 。 の 法 線 ベ クト ル を 求 
め よ 。 


RESET エニ TNICC1KEIcGYGOSE2S2202P5o5O5RR が SUSS4SS9NO6ES は 


平面 ? 々 は 。「 ム 上 の 点 を 通り , の 両方 に 平行 な 平 
面 」 と いい か える こと が で きま す . 


4 は (1, 2, 1) に 平行 
は =(-1, 2, 2) に 平行 
で ある か ら , 平面 > は 。 ム ,。 み の 両 方 に 平行 で あ 


る . 
し た が っ て go の 法 線 ペ さ ク トル は み の い ず 
れ に も 直交 する . 


よっ て , (2。 の 。 c) と お く と 。 
1 6 十 2 ヵ 十 c 三 0 
2 ニーg 填 25 十 2c 王 0 


5,。 c に つい て 解く と 5 ニー すう の 2 
ゆえ に 。 ヶ と し て (2, 一 3, 4) を と れる . 


ge が ム 上 の 点 (3。 5, 0) を 含む こと を 考え る 
と , g の 方程式 は 
2( ァ ー3) 一 3( ヵ ー5) 十 4< 三 0 
2 ァ ー32 十 4z 十 9 テ 0 
と な る . 
4/ み w で ある か ら , 4 上 の 任意 の 点 か らち g に 引い 
た 垂 線 の 長き は 一 定 で 。 これ は 共通 垂 線 PQ の 長き 


に 等 し い . 
ー 
PQ が 4, の 共通 垂 線 よっ て , は 上 の 点 (2。 0, 4) から g に 至る 距 
離 に 等 し く , 
点 と 平面 と の 12-2-3-0 二 44 す 9|_ 5 


距離 V92 キ (一 9 
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BS5GSR0KSSGIRSCDSEREESTEH53 お BERSRSSSRREINEOONri 


B.151 一 一 ーー 

(1) 空間 内 の 平面 々 は 編 =(2, 3, 一 5) に 垂直 , 平面 2 は 

%% 三 (1。 一 1 一 2) に 垂直 で ある . と の 交 線 7 の 方 向 
ベク トル を 求め よ . 

(2) 2 平面 2z 十 832ー5< 三 9。 ーッ ー2 ぇ 三 6 の 交 線 7 の 方 程 

式 を 求め よ 


EN 


2 Es 
(1) / の 方 向 ベ クト ル 7 一 (2, 2, c) は 
@, / 双方 に 平行 な ベク トル , すなわち , g の 法 線 べ 
クト ル , / の 法 線 ベ クト ル 双 方 に 垂直 な ベク トル で 
ある . ゆえ に , 
た 訪 三 24g 十 3 の 一 5c 王 0 
た あー 一 6 一 2c 王 0 
6 る りら に つい て 解く と 


と 計 ー き 
2 一 三 の 9 一 と c 


c デ 5 と お け ば 
2ー(⑫, 2。 の =(1 1 5 
(2 ) 直線 7 は , (1) で 求め た ベク トル 7 を 方 向 ベ ク 
トル に も つ 。 そこ で , / 上 の 適当 な 1 点 の 座標 を 求 どの 1 点 で も よ 
め れ ば よい . そこ で ぇ 三 0 を 満た す 点 を さき が すこ と い ゆ . 
に する . 2 平面 の 方 程 式 に 0 を 代入 し た 
2 ァ 十 3 ヶ 三 9。 ァ ーgー6 


を 満た す >, 》 を 求め る と ィ ー。 ッ ーー ミ 人 7 は 点 
27 3 
sa 1 
5 2 Ss 
人 9: 伯 2 上 
よっ て , 7 の 方 程 式 は 一 ーー を 通る . 


研究 本 来 は , 平行 で な い 2 平面 の 方 程 式 を 連立 させ た 方 程 式 は どれ 
も , 空間 内 の 直線 の 方 程 式 と 呼ば れん て し か る べき で ある . 本 間 で は , 
方 向 ベ クト ル の 各 成 分 と , 一 直線 上 の 一 点 の 座標 が 一 見 し て わか る 
「 標 準 形 」 へ の 同値 変形 を 。 あら か じ め こ れ ら を 図形 的 考察 に よっ て 
求め て お く こ と に よっ て 行っ た . 純 計 算 的 同値 変形 を 行なっ て も も ち 
ろ ん 「 標 準 形 」 を 得る . た と えば 


2 ァ 十 3 ヶ 一 5< 王 9 5 ァ ー11 ぇ 一 27 の 
1 | ーー 11 


9 コ 020 <ー5 ヶ 十 3 


5 ヶ 一 ター3 
と 同値 変形 すれ ば よい . 


82 ダ  $1 ベク トル 
マ 。 の る 々 の 1 次 方 程 式 
g* 十 の y 十 c< 十 の テ 0 
が zz 空間 内 の 平面 を 表す こと は , すでに 何 回 か 経験 し まし 
た . 厳密 に いう と , この 話題 は , 指導 要領 で 定め られ た 必修 
範囲 を 超え ます が , 大 学 入試 に 向け て , 是非 修得 し て お きた 
いも の の 1 つ で す . これ か ら B.158 まで は 「 範 囲 外 の 必修 問 
題 」 と 考え て 下さ い . 


方 程 式 

(1+/) ァ 1 一 の 2 二 (1 十 2 の 一 6 三 0 
の 表す 平面 は , 定数 を の 値 に よら ず す べ て ある 定 直 線 を 含 
むこ と を 示し , その 直線 の 方 向 バ クト ル を 1 つ 求 め よ . 


NSIMOSHHE2BNNSSKGGSEREIEGO5SSHSSSSEENONNEER5 主 SIERARSRIEDRECNGOMYISMCUIOHOEIRIGBOGESBXRS0M5MEEOBBBSRRONENSGARNSRRSRH 


ん に つい て 整理 する と 


(z 二 9 十 < 一 6) 十 ( ァ ー タ 十 22) モ 0 ……… ① 
これ は ん の 値 に よら ず , 連立 方 程 式 
1 二 0 GOGO ② 
ァ ー? 圭 2 タモ 0 tt 《⑥) 
の 解 に よっ て 満た され る . 


よっ て , 平面 や は , た の 値 に よら ず , 2 平面 
⑨②, ③ の 交わ り で ある 定 直線 を 含ん で いる . 

そこ で , この 直線 の 方 向 ベ バク トル を 求め よう . 
以下 , 2 平面 @② 施 ②, か ら ? を 消す と 


③ の 交 線 の 方 程 2 ァ 十 3z 一 6= テ 0 
式 を 標準 形 に な ② ⑨③ か ら ァ を 消す と 
に よっ て ,② か つ ③ は 
OUー12) ーー バー2 ヶ 6 ニタ 
の 両方 に 垂直 な 
ベク トル と し て すなわち 
求め る こと も で 20 辻 2- で a4 ま あら の 
計 3 生還 に の 
と 同値 変形 で きる . 


よっ て , その 方 向 ベ クト ル の 1 つ は , 
(3, = 貞 ー2) 
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2 平面 2z キ オッ ー< テ ー1, オー2< テ 1 の 交 線 / を 含む 平 
面 の うち で , 次 の お の お の の 条件 を 満た す も の を 求め よ . 
(1) 原点 を 通る (2) 9 軸 に 平行 


了 國 内 与え られ た 平面 の 方 程 式 は ,。 それ ぞ れ 
2 ァ > オッ ー タ キモ 0 ie ① 
ァ キ ッッ ー2< 一 ] 三 0 ベベ (⑨) 
と 変形 で きる . そこ で 
を を 定数 と し て , ①+②⑨X ん で 作ら れる 方 程 式 
2 ァ 十 ー< 十 1 十 た (キタ ー2< 一 1) モ 0 0 ……… ③ 
を 考え る と , これ は 平面 の 方 程 式 で あり , ①, ② を 
も に 満た す (>。 》。 <) に つい て 成立 する . 
よっ て , ③ は 与え られ た 2 平面 の 交 線 7 を 含む 平 る じつは , 上 の 2 


面 で ある . 平面 の 交 線 を 通 
(1) 平面 @ が 原点 を 通 ぁ た め に は , で る 平面 の うち 

ァ デ テッ ーー0 の が ニ 2 タ 1 三 0 

NN 了 = 以外 は , すべ て 

で ある こと が 必要 十分 で ある . 7 
を 1 の と き ③ は 

3 ァ 十 2 リー3z 三 0 
と な る . 


(2 ) 平面 ③ が 2 軸 に 平行 に な る の は , 
(平面 つの 法 線 ベ クト ル の ? ヶ 成分) 
=(③ の ヶ ヵ の 係数 ) ニ 1 十 ん ー0 
WAS 。 1 
了 。 小 
と な る と き で ある 。 これ より 
マ 十 ヶ 十 2 三 0 


[ 注 ] ③ を た の 方 程 式 と みる と, ヶ + タ ー2z 一 1 キ 0 の と き に 唯一 
の コー 2 の = ドー に 山 
の ーー クター 
な る 解 を も つ . これ は 平面 @ 上 に な い 点 を 与え れ ば , ③ か らん が た 
だ 1 つ 定 まる こと を 示す . いい 換え れ ば , ③ は / を 含む 任意 の 平面 
(た だ し 平面 ② 自 身 は 除く ) を 表し 得る と いう こと に な る . 
sg* 大 学 へ の 数 学 II ニュ ー ア プロ ー チ B.106 


9 の 間 SS グ 2 ドウ 


B.154 : ーーー 
ァ 2z 空間 に お いて 方 程 式 2 2 二 ダ ニー6 ァ ー2<……… NN 
の 表す 曲面 を 考え る . 
(1) 上 の 曲面 と zz 平面 と の 交わ り は 何 か . 
(2) 上 の 曲面 と 平面 e: 2z 一 2 ヶ 十 々 デー1 と の 交わ り は 何 


か . 
( 1 ) 与え られ た 方 程 式 を 書き 直す と , 
(2 計 3)28 計 ig( ら all)2 三 0 生 議 oni 6 
と な る . ゆえ に ① は , 点 (3, 0, 一 1) を 中 心 と する 半 
径 Y10 の 球面 を 表す . 
一 方 , zz 平面 の 方 程 式 は 
ウー0 電 まま NNNINIYI 1 コル 天 補 (の) 
で ある . そこ で ② を ① に だ 代入 する と, 
ィ " 十 の 三 67,。 
yz 空間 内 の 円 委 (の 王 9)20k76 3 計時 《⑥) 


形 を 表す 方 程 式 と な り , これ は zz 平面 上 で は , 点 (3, 0) を 中 心 と 
と 考え た と き は 。 する 半径 3 の 円 を 表す . 

< 軸 に 平行 な 中 。 よっ て 求め る 交わ り は , 

員 N 2 中 心 が (3。0, 0), 半径 が 3 の 円 


(2) 球 の 中 心 A(3, 0, 一 1) か ら 平 面々 へ 下 
し た 垂 線 の 足 を と お く と , 直線 AH の 方 程 式 


面 を 表す . 


は , 
0) 4 寺 ら fa 記 
2 ニー 
MO 
g の 方程式 と これ を 連立 する こと に より 
0 ・ Am 


が 得 ら れる . よっ て , 求め る 交わ り は 


wox( も るー 


径 が y10 一 2* ニ 6 の 円 
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了 説 2 つの 図形 の 交わ り を 考え る に は , それ ぞ れ の 図形 を 表す 方 程 
式 を 連立 し て 考え れ ば よい . 本 間 の 場合 


y デ 十 77 十 ダー6 ァ ー2 タ < SCO ① 
1) で は 
0 。 oe 
7 十 77 十 ダ ー6xー2< 2 ① 
GS 
( ) は 凍 こう (eimlels の 4 
で ある . 
① の 場合 ,② を ① に 代入 し て ぇ を 消去 する と , 交わ り の 円 の 方 程 式 
二 ゲ の ー6 タ ーー ……… ③ 


が 現れ た が , 同じ 手法 を (2) に 適用 する と , どう な る で あろ うか ? 
⑨' より , < ニー2 ァ 十 2 ヶ 一 1 で ある . これ を ① に 代入 し て ぇ を 消去 す 
る と , 
ァ デ 十 7 十 (一 2 ァ > 十 2 ヶ 一 1)* 一 6xー2( 一 2> 十 2 ヶ 一 1) 
5z“ デ 一 8zy 十 5 ゲー6 ァ ー1 テ 0 ……… ⑧③ 
と な る . ③ と 違い , これ は 円 を 表す 方 程 式 で は な い . 
(⑨' は , xy 平面 上 で 椿 円 を 表す . ) 
この 事情 を 正しく と ら え る た め に は , ① と ② か ら 


③ を 作る 変形 を , 「 連 立 し て 1 文字 を 消去 する 」 と い 
う 形 式 的 な 理解 を 超え て , より 深く 理解 し な けれ ば 
な ら な い . この 理解 の 手がかり を 与え よう . 

① と ②⑨② か ら , ⑧③ を 導く こと が で きた が , 逆 に ② と 
を 仮定 する と , ① を 導く こと が で きる . 実際 。②⑨ 
より ダーー2 る 
で ある の で , これ と ③ よ り ① が 作ら れる . し た が っ 
で 


① か つ ② e 飼 か つ ③ 0 ……… (*) 
で ある 。. 
③ は , zz 平面 上 で 円 を 表す 方 程 式 で ある が ,。 ry 
空間 で は , この 円 を 含み , ぇ 軸 方 向 に 無限 に 伸び た 
円 柱 面 を 表し て いる . し た が っ て (*) は , 球面 ① と 
平面 ② と の 交わ り が , 平面 ② と 円 柱 面 ③ と の 交わ り 
で も ある ,。 と 主張 し て いる こと に な る . 同様 に , (2) 
で は , 

① か つ ⑨②′ を ⑨@ か っ ⑧③ 
と する と , これ は , 球面 ① と 平面 ⑦② と の 交わ り の 円 
を , 平面 ④ と 椿 円 柱 面 ③ と の 交わ り と し て 表現 す 
る こと を 意味 する . 


88 $1 ベク トル 
に 1 1 <1 に 1 HCSOMGIDE コ KWETSECZEDE5 CROSSECOSG3RKSOERSS830 半 6 
き 


Z は 正 の 定数 と する . 2 つの 球面 


SS: 2 タキ キター922 0 hh ① 
Ss: ( ァ ー22 十 (ター の * 十 (< 十 22)7ー622 0 ……… ② 
に つい て 


(1) Si と Ss は 交わ る こと を 示せ 。 
(2) Si と Ss の 交わ り の 円 の 半径 を 求め よ . 


NKKCSNEOESGKGG3S2SEGGSMKUMCZSEHRGGRSRB5D 計 85563TeGtgSERSRSS8 仙 


BOEINGCSRRGSTEE 


eNING が 39RRNA 


(1) [ S, は , 0O(0, 0, 0) を 中 心 と する 
半径 カー34 の 球面 
S。 は , A(22。 6, 一 2) を 中 心 と する 
半径 ヶ 三 Y6 2 の 球面 
で , その 中 心 間 の 距離 Z は 
Z=ー ソ 4〆 二 の 十 4 の 3 
で ある 。 し た が っ て , 
| カー 用 | くく 2 く カ 十 る 
が 成り た つの で , Si と Ss は 確か に 交わ る . 四 
( 2 ) >, 》, < の 1 次 方 程 式 を 作ろ うと 考え て 
①-ー@② を 計算 する と , 
4gz 十 2g2 み 一 42< 一 9 の ゲー9/ー6g/ 
2 ァ 十 ッ ー2< 一 6g テ 0 03G2G2CCO ③ 
③ は その 形 か ら 平 面 の 方 程 式 で あり , その 作り 方 
か ら ,①,⑨④ の 共有 点 は すべ て ③ の 上 に ある . よっ て , 
平面 ③ は , S$, Ss の 交わ り の 円 を 含む 平面 で ある . 


の バ $, の 中 心 0(0。0, 0) か ら 平 面 つ に 引い た 垂 線 の 
ーー 足 を M と する と , 
OM 120+00-2・0 一 6e|_。 0 @④ 


ソ 22 二 +(-277 
交わ り の 円 周 上 の 任意 の 点 を P と する と 
MP*= ァ デーOM*ー(32)*ー(2)* 
より 
求め る 円 の 半径 MP= ソ 5 o. 


[ 注 ] (①) で も, “① か つ ② を - ① か つ ⑧"” で ある こと に 注目 し て 球面 
① と 平面 ③ が 交わ る こと を 示し て も よい . 
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紹 本 1 純 局 32 の CRS SE2OSSSS226CSESEce8E3= 


空間 に お いて , 点 A(3, 0, 6) が あり 点 B(3, 4, 4) を 中 心 


と する 半径 2 の 球面 S ぐ が 与え を られ て いる . 点 A か ら 球 面 S 
へ の 任意 の 接線 を ひき , それ が ヶ y 平面 と 交わ る 点 を P と す 
る . 
(1) 球面 S 上 の 接点 Q は 定 平面 上 に ある . この 平面 の 方 
程 式 を 求め よ . 
(2) 点 P は どん な 曲線 上 に ある か . 


xy 平面 上 の 点 P(2。/, 0) と 点 A を 結ぶ 直線 
が , 球面 $ と 接する 接点 を Q と する と , Q は 

i ) Q が 直線 AP 上 に ある 

i) Q が 球面 上 に ある 

缶 ) AQ・BQ=0 
の 3 つ で 定まる 。Q(z, ヶ ,<) と お く と 。 まず i ) より 


9 る ター6 
の に ① 
まり 
( ァ ー3) 十 (ター47 十 (< 一 47 王 4 ……… ② 
操 ) より 
( ァ ー37 二 (2 一 4) 十 (< 一 (< 一 6)= ニ 0 ……… ③ 
(1) ⑳-⑧ ょ り ー4 ヶ 十 2s 十 4 テ 0 
2yー タ -2 テ 0 imimthtst ④ 


ゆえ に , 点 Q は 定 平面 2 ケー ター2 三 0 上 に ある 。. 
( 2 ) ① と ④ を 用 いて , >, ヶ , < を go, 2 で 表す と 
_ 2 ヶ 一 8 
の ー6 
4/ 4(Z 一 3) ー 一 24 
し 
と な る . これ ら を ③ に 代入 z, ヶ , < を 消去 する と 
16(@3)? 二 48・( 一 12) 一 24(28 一 18) _。 
(だ まう 半 


語ら 2 
@=(g 3 が 二 ゆえ に , 


点 P は ze 平面 上 放物線 ゅ ー( ヶ ー3 テ 
上 に ある . 


20 SN 細 2 ペ ント の 


に =1 1 呈 Z NSRRSSNSSAGSKOSSOSDSBSG0M2050G2SSS 和 SSSPOOBSBmDRSS 


点 O(0, 0, 0) と 点 N(0, 0, 1) を 直径 の 両端 と する 球面 $ 
が ある . xy 平面 上 の 点 P(2, /, 0) を 考え , 直線 NP と 球面 
S と の 交わ り で N と 異な る 点 を Q(, , グ ) と する 。. 
(市 ク 620 の 2030GSRS 
(2) Q が , 球面 S と 平面 ヶ + ッ ーー1/4 の 交わ り の 円 じ 上 を 
有 l 生生 RT の EN で ボ め ホ 。 
( 1 ) Q は 線 分 NP 上 に ある の で 
と イ | TNQ=7NP OF ① 
と な る 実数 7 (7 キ 0) が 存在 する . 
① を 成分 表示 する と, 
(, 了 。 ク ー1)= テ /(o。 8,。 一 1) 
ダニー な 。 アテ 女 。 ク テー7 寺 1 ……… ① 
他方 。 Q は 球面 9 上 に も ある か ら 
ダキ アキ グ ( ク グー1 モ 0 0 ……… ⑨ 
①' を ② に た 代入 し て 7 を 求め る と 
が get が 上 (250 


7 
の 〆 志 +1 
③ を ① に 代入 し て 


ジー ーー 


に = の の 
@ 十 6" 十 1 7 @ 十 が 十 1 ” 
@" 十 太 " 
@“ 十 十 1 
( 2 ) P(2, 2, 0) に 対応 する 点 Q( ズ , ,) 
-( g 2 の ) 
が TT の 十 記 二 1” の 〆 十 十 1 
が 円 ど 上 に ある た め の 条 件 は , 
アテ 17/4 
Q が 球面 9 上 に 各  . eS ④ 
ある こと は わか ーー の 十 記 士 1 の 〆 十 記 十 1 4 
っ て いる の で , が 成り 立つ こと で ある . ③④ を 整理 する と, 
生 耐 キク ニー 〆 十 プー4g 一 4 の 1 三 0 
4 (@-2 二 (8 一 = 
上 に ある た め の 内 和 の 時 
条件 を 求め る だ と な る か ら , 点 P の 描く 図形 は , zz 平面 上 , 
げ で よい 、 点 (2, 2, 0) を 中 心 と する 半径 /7 の 円 で ある . 


ンー 
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=1 1 =1=1 30AMSASES2S2AESSNSSRSYSNNISSINENDPTPSSOS10SSKSSNWURIRESANYNS 
ロ 


方 程 式 2 上 7 キダ ーッ ァ y 土 導 二 2 土 3 。 ① 
の 表す 曲面 が どん な 曲面 で も ある か を , これ と 
平面 ァ 十 2 み 十 々 三 ん し 《) 


と の 交わ り を 調べ る こと に よっ て 求め よ . 


SRGMEOOGOYKTN0N00MMMERESEEEET5S2620653 汰 WOWSNRSIUKESRIIESESGNGBMeeSS 
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[アプ ロー チラ ①, ② を , な じみ の ある 連立 方 程 式 に 変形 し よう と 努力 
し ます, 

了 還 ①, ② の 交わ り を みる た め に , ①, ② を 連立 

する . ず @” を 作る と 


2“ 十 の 十 ダ 十 2(yw 十 gz 十 2) モ ゲー …… の 4 
と な る か ら , ① と ② が 成り 立つ と き は 
2 
アオ ゲト ダー を 2 CC の ③ 
も 成り 立つ . 逆 に ② と ③ が 成り 立つ と き は , は 
取 


(③-⑧?/2 に よっ て ① が 導 か れる の で 
① か つぐ ② “ご ⑨ か つ ③ 
すなわち , 曲面 ① と 平面 ② の 交わ り は , 平面 ⑦② と 球 
面 ③ の 交わ り で ある . 
と ころ で , 球 ③ の 中 心 O(0, 0, 0) か ら 平 面 ② に 下 
し た 垂 線 の 足 を P と する と , 
0) 
と な り , OP は 球面 ③ の 半径 より 小さ いか ら , ⑨② と 
は た し か に 交わ り , し た が っ て 曲面 ① と 平面 ② の 
交わ り は , 平面 ⑦ と 球面 ③ の 交わ り の 円 で ある . 
この 円 の 中 心 は 。 P で ある か ら , 周 上 の 任意 の 点 
を Q と し て 
(円 の 半径 一 QP*ー0Q*ーOP 


2 2 
ー 信 りー っ 
円 の 半径 =Y2 . (を に よら ず ー 定 ) 
一 方 。 円 の 中 心 P は , の 値 の 変化 に つれ て , 定 
直線 = ニッ ー タ を 描く . 
よっ て 。, 方 程 式 や の 表す 曲面 は 


直線 xy ニッ ー タ を 軸 と する 半径 2 の 円 柱 面 で あ 寺 無 限 に 伸び る 円 
る . 柱 面 . 
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直線 7 : > テッ ティ と 直線 7 : ォ ー タ ーー 上 に それ 


ぞ れ 点 列 Pi。P。。 …… PL。 ーー お よび Qi,。 Q2。 …… 8 
0 im が あり , すべ て の に つい て , 線 分 PzQ。 と 久 と は 
直交 し , 線 分 QzP。++ は / と 直交 し て いる と する 。. 

Pi(2, の の ) と する と き , P,, Q。 の 座標 を 。 ヶ を 用 いて 
表せ . 


RRBRRSSRSSRSSSRRRSIG 


[アプ ロー チノ 直線 /。 。 上 の 点 P。。 Q。 は , それ ぞ れ 一 つの パラ メタ 
(媒介 変数 ) s,, な で 表せ ます . 


Pa(sz。 sz。 sy)。Qz(2 な 。 3 な 十 1。 一 ) …(*) 
と お ける . 直線 /, 7 の 方 向 ベ クト ル と し て 
ん 地 ( 1 0 2 ( ら 3 っ) 
を と る . 
P,Q。 =(2 な ーs。 3 な 一 sa 十 1。 一 ーs) が 友 と 。 
QB 三 (5 ュ ー2 な 。 ss ュー3ー1。 sn 填 ) が 
7 と 垂直 で ある か ら , 
が ・PzQ。 ニ 0 … ①, 7・QzP。』ー0 … ⑨ 
①, ② を 整理 し て 
14 な ー45s 十 830 …①。 35。 ュ ー4 な ー1 テ 0 …⑨/ 
①。②@' か ら な を 消去 し て 


の xn 一 の 2Z ヵ 十 の 了 影 snーw+ 二 ・ wa 一 吉 ー 電 (mー 語 ) 
型 の 導 化 式 の 処理 . NSR 
SN IS 
23 | 6 
①' に 戻っ て 
ーー 鞍 す 人 (e- 吉 人 二 ) 6 ④ 
(*) に 戻っ て ,③, ④ を 代入 し た も の が PP,。 Q。 
の 座標 で ある . 


[ 注 ] ヵ ー>co の と き sm ムー 一 証 だ か ら , P。 Q。 は それ ぞ れ 


0 記 上 ( 肌 叶 9 2 に 収束 する (すなわち 。 限り な 


く 近 づく ).、 この と き , PQTL7 か つ PQTL 久 と な っ て いる 。 


118g 複 素数 


品 キー・ ワ ー ド (4 基礎 理論 篇 ) 


ーー 複素 数 の 概念 


ーー | 複素 数 の 四則 ( 和 ・ 差 ・ 積 ・ 商 ) ーー 
し ーー 共役 複素 数 
負 の 平方 根 
ーー 次 式 の 因数 分 解 | 


高 次 方 程 式 

因数 定理 

重複 解 ・ 解 の 個数 
ーー 極 形式 | 一 信 角 ・ 総 対人 

複素 数 の 四則 ( 図 形 的 意味 ) ーーーー 

に 隊 モア ブル の 定理 | 


ーー 1 の z 乗 根 


ーー 複素 数 平面 上 の 図形 の 方 程 式 
内 分 点 ・ 外 分 点 ・ 垂 直 2 等 分 線 ・ 円 
ーー 複素 数 平面 と 平面 栖 何 
平行 条件 ・ 垂 直 条件 
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ム 叫 .1 複素 数 上 


| 剛 


複 素 数 
方 程 式 
= 
を 満た す 実 数 は 存在 し な い . そこ で , この 方 程 式 を 満た す 新 し 
い 数 を 考え 7? ニー1 と 書く . 
ダー(yー1)? 三 1 
そし て , 実数 2。 2 に 対し 
e 王 十 7 三 g 十 の "ー1 
と 表 さ れる 数 を 複素 数 と 呼ぶ .、 ヵ が 0 の と き , 
g 王 4 十 07 三 Z 
は 実数 を 表す . 実数 の 全体 は , 複素 数 の 全体 に 含ま れる . 実数 
以外 の 複素 数 (6 キ 0 な る 複素 数 2 十 7) を 虚数 , 特に (2 キ 0 
の と き ) 5 な る 数 を 純 虚 数 と いう . 
g 十 5 が 実数 で - 飼 5= テ 0 
g 十 7 が 純 虚 数 で 飼 2= テ 0, 2 キ 0 


| 質問 で す ! | いき な り 「z* ニ ー1 を 満た す 数 を 考え を なさい.」 と 言わ れ 


(GO5 王 0 ま RAUGS ま da 
園 ? は 架空 の 数 で あっ て , ネス 湖 の 怪物 の よう に 実在 し な い の で 
は な いか , また 仮に 存在 し た と ころ で ,。 何 の 役 に も 立た な い の で 
は な いか , と 言う の は , も っ と も な 疑問 で す . 

思い 出し て 見 て 下さ い . z* 三 2 を 満た す 数 は 整数 の 比 と 
し て 表せ な い の で 72 と 書い た の で し た . これ は , それ ま 
で 知っ て いた 有理 数 の 範囲 を 越え て , 無理 数 と 言う 新しい 
数 を 作っ た と 考え る べき で す . これ と 同じ よう に , 実数 の 
範囲 を 越え て ,「z*ーー1 を 満た す 」 を 新た に 作っ て も , 
(それ を 注意 深く 扱う 限り ) 何一つ 矛盾 を 引き 起こ すこ と は 
あり ませ ん . また , A2.4 で は , 複素 数 を 平面 上 の 点 と し て 
表現 する こと を 学び ます . この よう に する と , 複素 数 の 実在 感 が 
< ぐつ: とり 直 が EGG ウラ つき 

いま や 複素 数 は , 数 学ば か り で な く , 自然 科学 や 工学 に お いて 
大 活躍 し て いま す . そもそも 架空 の も の で ある 「 数 」 が ,。 この よ 
うに 役に立つ と いう こと は , 考え て みれ ば 不思議 な こと で す . 
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IT. 2 次 方 程 式 と 複素 数 

数 学 I で 学ん だ よう に , 2 次 方 程 式 

ァ *ー2 ァ ー1 テ 0 
は 。 2 つの 解 z1 土 2 を 持つ . 実際 。 1 土 2 が この 方 程 式 
を 満た すこ と は , 次 の よう に 簡単 に 確か め ら れる . 

1 土 /2 )* 一 2(1 エ 72 ) 一 1 

= 生ま 紹 /2 (2 トー の ) 

三 1 土 27 2 十 2 一 2(1 土 2 ) 一 1 

還 交 
それ に 対し , 2 次 方 程 式 

ァ デ ー2 ァ 十 2 テ 0 
は 解 を 持た な か っ た . し か し , 上 で や っ た 検算 と 同じ 要領 で , 
複素 数 x ニ 1 アー1 を この 方 程 式 に 代入 し て みる と , 

(1+ マ ー1)* 一 2(1 キ マー1) 十 2 

テ 1 二 2 ソー1 二 (ソー1)* 一 2(1 二 アー1) 十 2 

1 十 2/ー1-1 一 2(1 二 アー1) 十 2 

0 
と な っ て , 方 程 式 は 成立 する . 同様 に し て , >= ニ 1 一 ー1 も 方 
程 式 を 満た すこ と が 分 か る . 

この よう に , 実数 の 範囲 で は 解 を 持た な か っ た 2 次 方 程 式 が , 

複素 数 の 範囲 に 解 を 持つ 可能 性 が ある の で ある . 中 "AA2.2 


皿 . 複素 数 の 和 , 差 , 積 
上 記 の よう な 複素 数 の 計算 の 規則 を , 一 般 化 し て 整理 し て 
お こう . 複素 数 
eg 三 6 十 7z (2。 ひら は 実数 ) 
/c 十 み (c。 は 実数 ) 
に 対し , ge と の 和 , 差 , 積 は 
@ 十 (2 十 c) 十 (2 十 の )7 
ゥ g 一 テ (2 一 c) 十 (2ー の )7 
g9 三 (2 十 7)(c 十 層 ) 
gc 十 g の 十 2cz 十 67“ 
三 gc 十 2g の 十 2g2 一 6 
三 (2c 一 6Z) 十 (2Z 十 6c)7 
で ある . ( 商 2/2 は , IV で 扱う ) 
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複素 数 2 王寺 7 に 対し , egー が を g の 共役 複素 数 と 
いう 。 それ ら の 和 , 差 , 積 は 
g 十 gー2Z 
g 一 g 三 2 
gg 王 の 十 /* 
と な る . と くに , co 十 e に 実数, 一 は 純 虚 数 , ze は 実数 で あ 
り , 
ge 生 0 
層 夫 とう 2 テテ 0 を g= テ 0 


が 成り 立つ . 


質問 で す ! | 結局 。 複 素数 は が ニー1 と いう 関係 に 注意 し な が ら , 
? と いう 文字 を 含む 式 と し て 計算 すれ ば いい の で すね . 

司 その と お り で す . そし て この 事情 は , 2 十 2/ 2 (2, 2 は 有理 数 ) 
と いう 形 の 数 どう し の 和 , 差 , 積 を 計算 する と き と 全 く 同 じ で す . 
この 場合 , (2 )* 一 2 と いう 関係 に 注意 すれ ば よかっ た の で し た . 


IV. 1 炊 方 程 式 
@, / を 複素 数 の 定数 と し て , 複素 数 の 未知 数 s に 対す る 方 
程 式 
の ンー 主計 (*) 
を 解 こ う . た だ し , g チ 0 と する . 
(*) の 両辺 に 。 の 共役 複素 数 ゅ を か ける . 
ggz 三 2Z 
ここ で gg は 実数 で あり , o チ 0 の も と で gg 才 0 だ か ら , 


山辺 に その 逆数 一 を か け て 


を 得る . 


| 質問 で す ! | この 問題 は 要する に 2 を o で 割れ ば いい の で すか ら 。, 
g 三 6 十 7。 /ーc 十 の と し て 。, 


ッッ 6N 当 c 十 の 
の 2 の 2 
ー(c 十 の )(2 一 が ) _ (2c 十 6⑦) 十 (29ー6C)7 
(2 填 )(Z 一 の ) の 十 の 


と いう ふう に し て も いい で し ょ うか ? 
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圏 この よう に 書い た 方 が , 実際 の 計算 の 手続 き が は っ きり する し , 
複素 数 の 割 算 が , 数 学 T で や っ た 「 分 母 の 有理 化 」 と 同じ 発想 で 
ある こと が 分 か り ま す . 

計算 は それ で いい の で す . し か し , 単に 「(*) を 満た す の 値 
は な に か .」 と いう だ け で な く , 「(*) を 満た す 複 素数 s は 存在 す 
る か ?」 と いう , より 根本 的 な 問題 に 答え る た め に は , いき な り 


< cie (* * ) 
と し て は いけ ませ ん . と いう の は ,。 まだ 右辺 の 意味 が 確定 し て い 
な いか ら で す . 問題 は , むし ろ 右 辺 の 分 数 の 意味 を 定義 むす る こと 
で あり ), 方 程 式 (* ) を 満た す 複素 数 が た だ 1 つ 定 まる こと を 確 
か め た 上 で , その 々 を (**) の よう に 書く の で す . 


V. 共役 複素 数 の 四則 
2 つの 複素 数 @。 8 に 対し 。 


の Wo 。 。 半球 入 7 誠 Soeoo ① 
g 直 8 三 の 主 8 っ = ② 
g9 王 g/ 5 ③ 
(= (の 0 の りほ aa ③④ 
が 成立 する . ①, ⑨② の 証明 は 易しい . を 示す た め に 
@ 王 6 十 7, / デ c 十 の @ 


52 ぐ 箇 と 
@/ 三 (2Zc 一 67) 十 (29 十 0c)7 
Z/=(Z 一 の )(c 一 憎 ) ニ (2c 一 6 の) 一 (2Z 十 6c)7 
… gg/ 
また ④ は 次 の よう に し て 示さ れる . 方 程 式 
gzー/ 


を 満た す 複 索 数 を 選 と 書い た こと に 注意 する . を 用 いる と 
8 2 に 
『24 
これ は ④ を 意味 する . 
また , 次 の 関係 が 成り 立つ こと も 明らか で ある 。. 複素 数 々 に つ 
いで て 
1) が 実数 で - 全 ?=g 
2) 。 が 純 虚 数 人 e+e テ 0 か つ g キ 0 
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公 居 . 2 次 方 程 式 


I. 負数 の 平方 根 

方 程 式 
ァ *ーー1 

を 満た す 複 素数 は 。 7 の ほか に 一 7 が ある . 
2 三 (一 ーー1 

すなわち , 一 1 の 平方 根 は 土 7 で ある . 同様 に 
(75 = テ ( 一 5 7) パーー5 

で ある か ら , 一 5 の 平方 根 は 土 757 で ある . 

一 般 に , 正 の 数 2 に 対し 
(2 が = テ ( 一 7Z 7 が パテ ー6 

で ある か ら , 負 の 数 一 2 の 平方 根 は 土 727 と な る . そこ で 
マーニ 7 の 2 


| 質問 で す ! | 土 7 以外 に , 一 1 の 平方 根 は な い の で すか . 

圏 我々 は 複素 数 と いう 新しい 世界 に いる の で すか ら , 「 平 方 根 は 
二 つ あ る 」 と いう 実数 世界 の 常識 を 無 反省 に 持ち 込ん で は いけ ま 
せん . これ は 鋭い 指摘 で す . 

し か し , 土 ? 以外 に “ニー1 を 満た す 複 素数 が 存在 し な いこ 
と は , 次 の よう に し て 証明 で きま す . ぇ を 任意 の 複素 数 と し て 
(一 (<z 二 ) ニ デー 十 玉 一 2 
ーッ 
が 成り 立つ の で 
タ * 十 1 三 0 
ぐつ (< 々 一 (< 十 の り テ 0 
ここ で 一 般 に 
ge/ 王 0 です Z2 三 0 また は / テ 0 
で すか ら (SB.202) 
ダ 十 1 三 0 
と < 一 2 王 0 また は < 十 ? デ 0 
で < デ ? また は < テー? 
と な り ま す . 同じ 理由 で , 負 の 数 一 2 の 平方 根 は 47 に 限 
られ ます . 
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U. 2 次 方 程 式 
る を 実数 と する . <0 の 場合 も 含め て , 2 次 方 程 式 
ァ "ーg 
の 解 を 。 土 YZ と 書 こ う . 
6, の 。c を 実数 と し て , 2 次 方 程 式 
2? 十 z 十 c デ 0 (0 0 mthtfhtst (*) 
を 考え る 。 た だ し 2 才 0 どる 。(*) は 
4 の 7” 十 4 が xy 十 42c 三 0 
(2Zx 十 の )* 王 ゲー42c 
の よう に 変形 で きる . よっ て , 
ノー が ゲー42c 
の 符号 に 関係 な く 
22 十 の ー 土 ゲー42c 
ー 一 の 土 Y が ゲー42c 
22 


を 得る . 


想 . 解 の 判別 
2 次 方 程 式 
g72 十 zz 十 c テ 0 FOO (人 E3 
は , 
が ゲー4gc>0 の と き , 異な る 2 実数 解 を も ち , 
ゲー4gc 三 0 の と き , 実数 の 重複 解 を も ち , 
ゲー42c く 0 の と き , 異な る 2 虚数 解 を も つ . 
の カー テ が ゲー4gc を 判別 式 と 言う . 重複 解 を 2 個 と 数 を る な ら ば ぱ , 
2 次 方 程 式 (* ) は , 複素 数 の 範囲 に 必ず 2 個 の 解 を も つと い 
える 。 
0 
【Z4 


| 質問 で す ! | の く 0 の と き , 2 つの 解 が 異な る 数 


だ と 言う こと は , 当たり 前 な の で すか . そもそも 7 と 一 7 は 異な 
る 数 な の で し ょ うか . 
園 これ は 意外 な 面白 い 問 題 で す . 見 か け 上 の 異な る 表現 が 。 実は 
同一 の 数 を 表す か も 知れ な いと いう 可能 性 を 指摘 し て いま す . 
複素 数 ? 十 7 と c 十 必 が 等 し いと し まし ょ う . (4, 2, c, の 
は 実数 と し ます .) 
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g 十 7ーc 十 の 
この と き 
一 c 三 (の ー/)7 
(2 一 c パ ーー(Zー の が?* 
と な り ま す . 2, の 2, c, の は 実数 な の で , 左辺 =0, 右辺 ミ 0, し た 
が っ て 
(2 一 c)“ 王 (2ー の“ 三 0 
g 王 c か つ 2ー〆 
を 得 ま す . すなわち 
g 十 7 王 c 十 @ で 2 デ c か つ 6 の 
が 証明 され まし た . そし て この こと か ら , チー2? や 。 
ー2 十 が 一 4gc 。 一 ムー が 一 4gc 
2Z 


22 


の <0 デ 飼 


が 導 か れ ま す . 

し か し 論理 的 に は , 複素 数 どう し が 等 し いと いう こと (' 相 等 
性 」 と 言い ます ) を 

g 十 7 三 c 十 @ の と 2 デ c か つ 2 の 

に よっ て 定義 むす る の だ と 考え る べき で す . 相 等 性 を 定義 し な い 限 
り , A2.1 II で や っ た 複素 数 の 和 , 積 を 与え る 等 式 の 意味 が 定まり 
ませ ん . そし て , 複素 数 の 相 等 性 を 上 の よう に 定め る と き に だ け , 
「 負 の 数 の 平方 根 」 と いう 概念 が 矛盾 な く 定 義 さ れる の で す . 


IV. 因数 分 解 
2 次 式 z“ デ 十 1 を 実数 の 範囲 で 1 次 式 の 積 に 因数 分 解す る こ 
と は で き な い が , 複素 数 の 範囲 で は 
ァ * 二 1 ニー( ァ ー7)( ァ 十 9 
の よう に だ 因数 分 解 で きる . 一 般 に , 実数 2。 2, c に 対し (20 
と する ), 2 次 方 程 式 
gz“ 十 十 c 三 0 
の 2 つの (複素 数 の ) 解 を @。 2 を する と , 
ez“ 十 gz 十 c 三 の ( ァ ー の ( ァ ー の ) 
の よう に 因数 分 解 で きる . 
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公選 .8 高 次 方 程 式 1 


I. 次 数 通 減 の 原理 
ィ の 多項式 7(>) に 対し , 方 程 式 
げ (z)=0 
の 解 を 複素 数 の 範囲 で 求め る こと を 考え る . 
7(y) が 3 次 以上 の 多項式 の 場合 , その 具体 形 を よく 見 て , 
方 程 式 の 次 数 を 下げ る 工夫 を する こと が 多い . ここ で , 次 数 を 
下げ る 原理 は , 次 の 定理 で ある . 


[定理 ] ァ の 多項式 /(x) が , 二 つ の 多項式 (xy), (z) を 用 
いて 
7(z)g(z)z) 
の よう に 因数 分 解 で きる と き , 複素 数 々 が (>) テ 0 の 解 
で ある こと 
(の 0 
は 


の の ー0 また は が が @= テ 0 
と 同値 で ある . この 意味 で 
ア 7(z) テ 0 を - 飼 2(z) 三 0 また は /(z) テ 0 


明 : 複素 数 2,。 7 に 対し , 

0 と 80 また は 7= テ 0 
で ある か ら (w 愛 B.202) 

ア ( の =0 を で - ぞ 2(⑦ー0 また は の = テ 0 
が 成り 立つ . 自 


| 質問 で す ! | g() と が (y) の 次 数 は , 7(z) の 次 数 より 低い か ら , 方 
程 式 の 次 数 が 下がっ た と 言う こと で すね . それ か ら , 9( ヶ ) と 
Ax) の 係数 は 複素 数 で も いい の で すか . 

の >) を w 次 式 , が (z) を 次 式 と する と , 7(y) は 7 十 ん 次 式 で 
すか ら , の ) と が ヶ ) の 次 数 は 。 (>) の 次 数 より 低く な り ま す . 
また , 9(y) と (z) ば か り で な く , 7(z) の 係数 を 複素 数 と し て 
も , この 定理 は 成立 し ます . 


前 
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II. 因数 定理 
方 程 式 の 次 数 を 下げ る と き , 次 の 定理 が し ば し ば 用 いら れ 
る . 


[定理 ] の 多項式 /(>), 複素 数 o に 対し , 因数 定理 


プ げ (⑦ 三 0 が 成り 立つ と き , 


7(z) テ ( ァ ー の 29( 々 ) 
の よう に 因数 分 解 で きる . ここ と に, の) は 
の 多項式 で ある . 


大 学 へ の 数 学 A ニ ュー アプ ロー チ p.12 で は , e を 実数 と し て 
この 定理 を 証明 し た が , o は 複素 数 と し て よい . 念 の た めそ の 証 
明 を 確認 し よう . 
証明 : 7/(z) を ヶ ーe で 割っ た 商 を g(z), 余り を ヶ と する と ( 多 

項 式 の 割 算 は , 複素 数 の 範囲 で も 実数 の 場合 と 同様 に で きる ), 

ア (z) ニ ( ァ ー の 9(z) オ ヶ 

これ に ァ ーg を 代入 し て 

7(@ の = テ ( ゥ 一 の 9 の (の ② 十 ヶ 
0 ァ 


すなわち , 7(z) は ヶ ーo で 割り 切れ る . 血 


臣 . 簡単 な 高 次 方 程 式 
方 程 式 
“上 ァ パ ー ァ ー1 三 0 
を 解 こ う . 
げ ( ァ >) ニッ * 十 "ーー ァ ー1 
と お く と 。7 げ (1) ニ 0 で ある か ら , 7( ヶ ) は ァ ー1 で 割り 切れ る . 
7(z)( ァ ー1)9( ヶ ) 
実際 に 割 算 を し て (y) を 求め る と 
9 の ァ ) テ ァ " 十 2z? 十 2Z 十 1 
と な る . さら に 9 の ( 一 1) 三 0 で ある か ら , g( ヶ ) は ァ 十 1 で 割り 
切れ る . その 商 は z* 十 十 1 で ある か ら 
バァ ) 三 ( ァ 十 1)(z? 十 十 1) 
げ (z) ニ ( ァ ー1)(< 十 1)(z? 十 ァ 十 1) 


mn 
い 
! 


$2 A 篇 (基礎 理論 ) 703 


ァ * 十 ヶ 十 1 三 0 を ぞ ャ ーー1 キ 3 と 


で ある か ら , 7() テ 0 の 解 は 


攻 に 80 
上 議 ミル を 


6 が の 


IV. 重複 解 
2 次 方 程 式 と 同様 に , 3 次 以上 の 方 程 式 に も 重複 解 が あり 
得る . 多項式 7/(>) に 対し , 複素 数 > が 
げ (@) テ 0 em 所 were (*) 
を 満た す と き , 因数 定理 に より 7(>) は ヶ 一 eg で 割り 切れ る 
が , その 商 が さら に 一 eg で 割り 切れ る こと も ある . パ ヶ ) が 
(*ー@” で 割り 切れ て 
7( ァ ) デ ( ァ ー の "の 々 ) 
と 因数 分 解 さ れ , 多項式 (>) が ァ ーg で 割り 切れ な いと き , 
@ は 方 程 式 (*) の 刀 重 解 で も る と いう . 解 の 数 を 数 える と 
き , 7 重 解 は 個 と 数 え , 解 を 
5。 0 の 29 の 。G 
の よう に 列 挙 する と き , zZw 重 解 は 回 繰り 返し て 書く こと に 
3 る 。 


V. 方 程 式 の 解 の 数 
因数 定理 を 繰り 返し 用 いる と , 次 の 定理 が 証明 で きる . 


[定理 ] > の 多項式 7(z) に 対し , 
7( 々 ) テ 0 
が , 解 , の 5 ぅ 2 GBS こら の 


7(z) デ (ターg)( ァ 一 gw)……( ァ ー ey) の 々 ) 
の よう に 因数 分 解 で きる . た だ し , g(z) は > ヶ の 多項式 で あ 
る . 


- mg B.210 [ 注 ] 2* 


この 定理 に お いて 。 / は パ (>) の 次 数 より 大 きく な れ な いか 
ら 。 
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[定理 ] ヶ 次 方 程 式 の 解 は , 高々 ヵ 個 で ある . 


| 克 問 で す ! 、 z 次 方 程 式 は ヵ 個 の 解 を 持つ よう な 気 が し ます が ……. 
略 一 般 的 な 証明 は 難 か し いで す が , 次 の 定理 が 知ら れ て いま す . 


[定理 ] ヶ 次 方 程 式 の 解 は , ちょ うど ヶ ヵ 個 で ある . 


これ を 「 代 数 学 の 基本 定理 」 と いい ます . 大 切な こと は , 実数 の 
解 だ け を 見 る の で は な く , 複素 数 の 範囲 で 解 を 考え る と いう こと で 
す . 正確 に 言う と , 「 複 素数 を 係数 と する z ヵ 次 方 程 式 は , 複素 数 の 範 
囲 に ちょ うど ヵ z 個 の 解 を も つ 」 と な り ま す . (wmC.9) 

私 達 は 0 と 自然 数 か ら 出 発し て , 1 次 方 程 式 2z 十 2 王 0 を 解く た 
め に 負数 と 有理 数 を 作り , 2 次 方 程 式 を 解く た め に , 無理 数 と 虚数 
を 作っ て , 複素 数 を 得 た の で す が , その 結果 ,「 方 程 式 を 解く た め 
に , も うこ れ 以 上 , 数 の 世界 を 広げ な く て よい 」 と いう 意味 で 。 完 
全 な 数 の 世界 に 到達 し た と 言え る で し ょ う . 


ム 叫 . ダ 複素 数 平面 邊 


I. 複素 数 平面 

すべ て の 実数 が 数 直線 上 の 点 と し て 表 さ れる よう に , すべ 
て の 複素 数 は , 次 の よう な 規則 に 従っ て , 平面 上 の 点 と し て 表 
02 の 0 の 

まず , 平面 上 に 原点 を O と する xy 座標 系 を 考え て , 


こと と に よっ て , すべ て の 複素 数 は 平面 上 の 点 と し て 表 さ れる . 
逆 に , 平面 上 の すべ て の 点 に は , 対応 する 複素 数 が 一 つ 決 ま 
る . この よう に , 各 点 が 一 つの 複素 数 を 表し て いる 平面 を 複 
素数 平面 と いう が ,。 この 平面 に 基づい た 数 学 に お いて , 偉大 
な 功績 を 残し た ガウ ス (CEF.Gauss) に ちな ん で , ガウ ス 平 面 
と いう こと も ある 。. 
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[座標 平面] [複素 数 平面] 


1” 複素 数 平面 上 で , 複素 数 に 対応 する 点 P じ を P(s) と 表す が , < 
と P を 同じ も の と 見 な し て , 簡単 に 点々 と か , 単に 々 と いう こと 
も ある . 

[ 例 ] 原点 O(0, 0), A(1, 0), B(0, 1) は それ ぞ れ 複素 数 
0+07 王 0, 1 填 07 三 1, 0 十 1・7 王 7 を 表す か ら , 複素 数 平面 上 で は 
0, A, B を 点 0, 点 1, 点 ?7 と いう こと も ある 。. 

2* 軸 上 の 点 (z, 0) は 実数 > ニ ァ 十 07 を 表し , 原点 0 以外 の , ヶ 
軸 上 の 点 (0, ヶ ) は 純 虚数 7z 王 0 十 み , を 表す か ら , z 軸 を 実数 軸 , 
ヶ 軸 を 虚数 軸 と いう . 有 / 

3* 複素 数 = ァ 十 7 と 共役 な 複素 数 | 


< デ ァ ー77 は 実 軸 に 関し て 対称 で ある . 
また , < と 一 々 デー ァ ー27 は 原点 に H 
関し て 対称 で ある . 1 
セコ 
IT. 極 形式 
0 以外 の 複素 数 = ァ 十 zz を 表す 点 
補 627 も まま あ 。 グ 


この と き , OP の 長 さ ヶ を 複素 数 を の 


P@ 
絶対 値 と いい , | z| と 表す . 


3 大 
|z し z 十 久 | ニ ァ = テ yz? 十 の * 
で ある 。 み 


また , 線 分 OP と 実数 軸 の 正 の 部 分 
と の な す 角 の 9 を ぇ の 偏 角 (argument) 
と いい , arg 々 と 表す . 
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つま り , 々 の 偏 角 arg < と は 動 径 OP が 表す 角 で あり , 一 般 角 
で 考え る と , 一 通り に は 決ま ら な い の で , 
arg ター の 十 360'"xZ ( z は 整数 ) 
2 の 
< 三 0 に 対し て は , 絶対 値 10| 三 0 で ある が , 偏 角 は 定め な 
い 。 
< デ ァ 十 22 の 実数 部 > 虚数 部 〉 と 絶対 値 ヶ ニ || と 偏 角 
9 一 arg < の 間 に は , 数 学 II の 三角 関数 で 学ん だ 通り 
ァ ー テ ァ cos の 。 ッ ー ァ sin の 
の 関係 が 成り 立つ か ら , 
る ー ァ (cos の 十 7 sin の ) 
と 表す こと が で きる . これ を , 複素 数 々 の 極 形式 と いう . 
左 図 よ り , 2,。 一?。 一 1 填 737 の 極 
形式 は 
2 三 2(cos0" 十 7sin07) 
ー? テ 1・{cos( 一 909 十 7sin( 一 907)) 
ーー 三 cos( 一 90?) 十 7sim( 一 90?) 
ー1 填 7 3 7 三 2(cos120" 十 sin120?) 
で ある こと が わか る . 


1" < ァ 十 22 に 対し て , 
<z 王 ( ァ 十 92)( ァ 一 の ) ニ ッ デ オー| s 弟 
で ある か ら , ぇ の 絶対 値 || を 
|z|=yzz 
と 表す こと も で きる 。. 
特に , 実数 > ニ ァ 十 07 に 対し て 


yl テマ yz* 
と な る か ら , この と き に は , 中 学校 で 学ん だ 実数 の 絶対 値 と 同じ 
で ある 。. 


2? 2 つの 複素 数 る ー 妨 十 h7。 る zz 十 92z7 に 対し て , 
| る ぁ ー る | テ |(Zz 一 ふ ) 十 (一 が )| 
テッ (一)7 十 (一 の )* 


と な る か ら 。 
| ぁ ー る |= テ [ 点 と 21 と 点 る 2 の 距離 ] 
と いう 関係 が 成り 立つ . 
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3" <ー ァ 十 7。 ター メー27 と 
ー タ < ニー マ ァ ー27 の 絶対 値 に 関し て は , 
Ilz|=|z|=| 一, 
偏 角 に 関し て は 
ard る ーarg 々 十 360"X2。 
arg( 一 る ) 三 arg < 十 180" 十 360'"x 
(。 z は 整数 ) 
が 成り 立つ . 


公 避 . 局 複素 数 平面 と 複素 数 の 四則 和 


2 つの 複素 数 る ヵ , る の 和 る 十 る , 差 ネー る , 積 る る, 商 今 の 


計算 は A2.1 で 学ん だ 通り で ある か ら ,。 ここ で は , 複素 数 平面 上 
に お いて , これ ら の 位置 関係 を 調べ て みよ う . 


I. 複素 数 の 和 と 差 
2 つの 複素 数 る = ニ ァ 十 ヵ 7。 る 三 ys 十 22 の 和 る る 十 は 
る 十 ぁ 三 ( 十 ) 十 ( 妨 十 ) 
で あり , A1.4 で 示し た 通り 2 つの ベク トル OP」=(*i。), 
OP。 テ (zz,。 ) の 和 OP」 二 OP。 テ ( 十 。 婦 十 あめ ) と の 関連 か 
ら 。 次 の こと が わか る 。 
[ 4 点 (0 月 る 。 婦 十 る 2。 る は 平行 
四辺 形 を つく る 。. 
次 に 。 差 ヌー に 関し て は , 
ター る 三 科 十 ( 一 る ) 
と 表す と , 次 の こと が わか る 。. 
4 点 0, る 1。 カー22。 一 2 る 2 は 平 
行 四辺 形 を つく る . 


9A 1? 3 点 0, る , る 十 s。 を 頂点 と する 三角 形 
の 3 辺 の 長 さ は |, | | る | で ある 
か ら , 

|-|gl ほ | る | 


(三角 不等式 ) 


が 成り 立つ . 

等 号 が 成り 立つ の は , 三角 形 が つぶ れる 
と き , つま り 3 点 0, る , s が 一 直線 上 に 
並ぶ と き で ある . 


74 
2* 4 点 0, ネー る , る 。 ss は 平行 四辺 形 を 
作る か ら , 
[ 点 る と 点 ぁ の 距離 ] 
[原点 O と 点 る ー る の 距離 ] 
NR ーー| 
地 2 生 凍 が 成り 立つ こと が , 図形 的 に も 確か め 
近 - られ る 、 
3 複素 数 z ニ ァ 十 2 に 複素 数 g 王 ? 十 7 
4 ッ +e を 加え た 和 


< 寺 gー( ァ 十 ) 十 (2 十 の 7 


の の は , < を 実数 軸 方 向 に ヶ だ け , 虚数 軸 方 

レプ 4 向 に の だ じ 平 行 移動 し た 点 で ある . 

この よう な 移動 を 

2 複素 数 > ニ g 二 67 だ け の 平行 移動 
と いう . 


TI. 複素 数 の 積 と 商 
2 つの 複素 数 a, sz の 積 と 商 に 関し て は , 極 形式 を 利用 する 
と , 図形 的 意味 が よく わか る . 
る 。 る を 極 形 式 で 
る テム (cos の 十 27sin の)。 る (cos 十 7sin の ) 
と 表し て , 三角 関数 の 加法 定理 を 利用 する と 
る る 邦 (cos の 十 2sim の )・ (cos 十 2sin の ) 
テカ 7 人 (cos cos 一 sin sin の ) 
十 ? (sm cos 十 cos の sin の )) 
7(cos( の 十 の ) 十 7sin( 上 の 十 の )) 
92GGE 
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この 計算 か ら , る る の 絶対 値 は で あり , 偏 角 の 一 つ は 
上 ム 十 で ある こ と が わか り , 


lag=lalgl し mm ①⑪ 
ar9 る る 一 819 る 十 arg る 十 360> X7 ( ヵ は 整数 ) ……… ⑨ 


と まとめ る と と が で きる 。 

さら に , 複素 数 平面 上 で は , 原点 O(0) 7 
を 中 心 と し て , る を 角 三 arg ぁ だ け 回 
転 し , さら に || 倍 に 相似 拡大 し た 
点 が る ぁ る で ある こと を 意味 する . し た が 
2 38 (9 上 る 1。 る 122 を 頂点 と する 三角 
形 へ 0 (る る ) SO5 山 生 の を 頂点 と す 
る 三角 形 へ 01ss は 同じ 向き で , 相似 で あ 


1 ①, ② は 標語 的 に , 2 つの 複素 数 に お いて 
* 積 の 絶対 値 は 絶対 値 の 積 , 積 の 偏 角 は 偏 角 の 和 ? 
に 等 し い 。 と まとめ られ る 。. 
2 (①D で 握る る と ずる と どり | 財 層 人 なり 証 0GZi 三 る 
ぁ デ < と お く と | 引 =|・22|=| | 2 ||s と な る か ら , 一 般 
に 次 の こと が 成り 立つ . 


3? ぁ 三 || ニ 1 の と き に は , as は 原点 0 を 中 心 と し て , ぁ を 角 
arg る だ け 回 転 し た 点 と いう こと に な る か ら 
@ 王 ouEHi と する と き , 
gz は 原点 O を 中 心 と し て 。 s を 角 だ け 回 転 し た 点 で ある . 


特に 
な 三 (cos90" 十 7sin907)z。 一 な 三 {cos( 一 90?) 十 7sin( 一 90?))> 
は , 原点 O を 中心 と し て , s を それ ぞ れ 90"。 一 90" だ け 回 転 し た 
点 で ある . 
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覆 楽 数 2 デ ゲ (G6s 9+7sin の (< ま 0) の 逆数 一 に 対し て , 


旧 才 1 cos 9 一 ? simn の 
る 。 (cos の 十 Zsin の) ァ ヶ (cos の 十 7sin の (cos 9 一 7sin の ) 


ー テ (cos(- の +zsin( の ) 


が 成り 立つ か ら 次 の こと が わか る 


ペー ニア マー と ッ = ャ ゴー ニュ さ ゃ ゃ この あと る で ここ ニー こる ニュ ニム る さと ミコ ちら ここ で さら ニュ ーー ンー こ ニニ ミー ュ ュ ニュ ニ ニニ ニニ ニニ ニュ gs 


これ より , 2 つの 複素 数 ぇ =ー(cos 十 2sin の ), 
る 三 7% (cos % 十 7sm の ) ( ぁ キ 0) の 商 9 は 


信 ニ ョ ーー れ (cos の 十 7sin の ) た (一 め ) 十 7sin( 一 の )) 
る 2 る 2 2 


ー ク tcos (の ー め の ) 十 27sin(ー め の )) 


と 表 さ れる か ら 

寺 基 | 較 時 c 9 還 を R2. い (の 
ぁ | |a| ⑨ | 

arg ーarg ぇ ーar9 る 十 860*X カ (z は 整数 ) 。 ……… ⑤ 


ニーー ニ ーー ニー ニー ニー ニニ ニー ニニ ニニ ニー ニニ ーー ニー ニニ ニニ ャ ニー ニニ ニー ニニ ュ ニ ニニ ニニ ニー ニニ ニニ ニニ ニニ ここ ここ ニニ ニュ ニー こら も モニ ここ ここ ご こ ニ ニニ ニニ ニニ ニニ コト ーー ニニ ニコ 


と まとめ る こ と が で きる . 


注意 | 偏 角 に 関す る 関係 式 に お いて , 360"Xz に 相当 する 部 分 を 省略 


し て 表す こと も ある . その 様 な 式 を 見 た と き に は , 360* の 整数 倍 を 
加え て 考え る こと が 必要 と な る . 


74 さら に , 複素 数 平面 上 で は , 原点 O を 中 心 と 
し て , る を 角 一 テーarg る だ け 回 転 し , さ 


ら ーー 倍 に 相似 拡大 し た 点 が 今 で 
ある こと を 意味 する .。 し た が っ て ,。 3 点 0。 る, 


-ー 


今 を 頂点 と する 三角 形 へ 0a ( 信 ) と 8 点 0 


一 を 頂点 と する 三 角形 A01 ( 一 -) な 同じ 
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向き で , 相似 で ある . この 他 に も , 3 点 0, ぁ , 1 を 頂点 と する 三 
角形 へ Og1 も 同じ 向き に 相似 で ある . 


ーー ニーーーーーーーー ニ ーー ニー ニーーーーーーーーーーー ニ ーー ニニ ーー ニニ ー ニ ー ニ ニー ニニ ニニ ニー ニニ ーー ニニ ニニ ーー ニー ニー ニニ ーー ニー ニー ニーー ニ ーー ニー ニー ニー ニニ ーー ニニ ーー ニニ ニー ニー ニー 


4"” ④, ⑤ は 標語 的 に , 2 つの 複素 数 に お いて 
ゞ 商 の 絶対 値 は 絶対 債 の 商 , 商 の 偏 角 は 偏 角 の 差 ” 
に 等 し いと まとめ られ る . 


人 A 避 . 舎 ド ・ モ アブ ル の 定理 


I. ドド ・ モ アブ ル の 定理 
A2.5 に お ける 複素 数 の 積 と 商 の 計算 と 同様 に , 三角 関数 の 
加法 定理 を 繰り 返し 適用 する と , 


[定理 | ド ・ モ アブ ル (de Moivre) の 定理 


2 を 整数 と する と き 
(cos 9 十 7sin の )7 王 cos の 十 2sin 7 の 


が 証明 で きる . その 証明 は , 数 学 B の すべ て の 教科 書 に 載っ て 
いる の で , ここ で は 省略 する . 
(ーー(cos30' 二 sim309"ーcos12X30"+ sin12x80" 

三 cos360* 十 sin360" 三 1 

120 に 3 IA 
(9 (ZZ( な す 廊 2 
{2 (cos45* 十 7sin45?)j 
= テア y2 ?(cos900" 十 sin900?) 


=2(cos180" 十 sin180?) 
ーー2" ニ ー1024 


IL. 1 の z 乗 根 
ヵ を 自然 数 と する と き , 方 程 式 


<”1 
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を 満た す 複 素数 を 々 を 1 の z 乗 根 と いう . 
7 
ター1 つまり (<-1)(z 十 1)= テ 0 
より , 1 の 2 乗 根 (平方 根 ) は 1 と 一 1 の 2 個 で ある . 
まま 37 
ダテ 1 つま り (< 一 1)( ダ 2 十 十 1) テ 0 


より , 1 の 3 乗 根 ( 立 方 根 ) は 1 と 一 生 Y97 の 3 個 で ある . 


ocos120" 二 sin120 と お く と 


ーー ユーY34 cos240*+7sim240" と な る か ら , 1 の 3 乗 
根 は 1 の, の で, これ ら は 複素 数 平面 上 の , 原点 を 中 心 と す 
る 単位 円 に 内 接する 正三 角形 の 頂点 と な っ て いる . 

さら に , 

ダー1 つま り (一 1)(< 々 十 1)( ダ 十 1) テ 0 
より , 1 の 4 乗 根 は 土 ] と 土 ? の 4 個 で あり , これ ら は や は 
り , 単位 円 に 内 接する 正方 形 の 4 頂点 に な っ て いる . 
一 般 に , 1 の z 乗 根 を , 極 形式 <= ァ (cos 9 十 sin の ) で 求め 
の 
{7Z(cos 9 十 ?sin の 1 
7(cos z9 十 7sin 7 の ) ニ 1 
より 
ァ ?ー1。 の 三 360"X ん (を は 整数 ) 


Au と な る 。 この 中 で , 互い に 異な る 々 は , 
ん 0。 1。 2。 …。 一 1 
に 対応 する z 個 の 複素 数 


る z 三 COS ( 9 4 #+ 2 sn マー 9 x4) 


だ け で ある . 

結局 . 1 の ぁ 乗 根 は 。 ここ に 示し た る 。 る 。 る , 
… っ 名 - ュ の z 個 で あり , これ ら は , 原点 O を 中 心 
と する 単位 円 上 に あり , 1 を 一 つの 頂点 と する 正 
z 角形 の 頂点 と な っ て いる . 
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1" 1 の ヵ 乗 根 cs( x4) zin( ペー x4) に お いて 。 た と 
えば , ん = テ z 十 1 に 対応 する も の は 


cs xD ze x(%+1| 


ーcos( 2ー+360)+ smn( 一 +360") 
72 72 

語 99608 寺 あ 388608 

COS T 2 S1T1 
72 22 

で あり , 1 に 対応 する も の に 等 し い . 同様 に , 

た ー 必 と ん 三 避 十 2 に 対応 する も の どう し は 等 し いこ と が 確 
か め ら れる . 

し た が っ て , 1 の 相 異 な る z 乗 根 は を ヶ 王 0, 1, 2。 …… 。 2 一 ] に 
対応 する z 個 に 限ら れる . 


2” 三 cos 堂 + 7sin と お く と ,。 1 の z 乗 根 る 。 る ,。 る , 
ンプ は 
ター リー の 9。 カー の 。 る の 5 の > る ュー の g 
と 表 さ れる か ら , 


ap る > る は 原点 0 を 中 心 と し て , a1 を ギー ずつ っ 
繰り 返し 回 転 す る と き , 順に 得 ら れる 点 で ある こと が わか る . 
一 般 の 複素 数 2= れ (cos e 十 7sine) に 対し て , 方 程 式 


る "の 
を 満た す 複 素数 z 々 を e の x 乗 根 と いう . 
@ の z 乗 根 の 一 つ は 

と ニダ (ces そ + isimn) 
で ある が , の z 乗 根 も や やはり ち ょ うど ヶ z 個 あっ て , それ ら は 
を と 1 の zx 乗 根 zz (を 三 0,。 1。 2。…… > 2 一 1) を 用 いて 

6% 三 6。 6 る 62。 … う 62- ュ 
と 表 さ れる . 


3" 。 の ヶ z 乗 根 の 絶対 値 は すべ て ダ カ ー ダ |g| で あり ,。 偏 角 は 
市 の 」 360* x 一 9 g 十 360"※ た 
72 72 22 


(を 王 0, 1。 2。 ……, ァ ー1) 


で ある , 
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4 ヶ の ヶ z 乗 根 は 複素 数 平面 上 で , 原点 O を 中 心 と する 半径 gl 
の 円 周 に 内 接する 正 z ヵ 角形 の 頂点 に な っ て いる 。. 
の / 
「1( 


公 信 . グ 複素 数 平面 上 の 図形 の 方 程 式 


I. 内 分 点 , 外 分 点 
ベク トル の 場合 と 同様 に , 次 の こと が 成り 立つ . 
相 異 な る 2 点 る , る を 結ぶ 線 分 を : 7 に 


記 7 る 十 77222 ー 2 る 十 7 る 
内 分 する 点 は ブー トーー。 外 分 する 県 は 一生 


1?* 相 異 な る 2 点 る , る を 結ぶ 線 分 を 1 一 7 : 7(0 ミ 7 ミ 1) に 内 分 す 
る 点々 は 


と に ゴル pg に ゴ う レ 還 還 ③④ 
で ある . 
逆 に , 実数 7 に 対し て , ① で 表 さ れる 点々 は , 2 点 < る を 結ぶ 
直線 上 に ある . 


これ ら は A1.6 と 同様 に 示さ れる . 宮 。 A1.6, B.101 
2" 3 点 る る 。 る , ss を 頂点 と する 三角 形 へ る azss の 重心 は 


ろ て る 上 で ある . 
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II. 垂直 2 等 分 線 

相 異 な る 2 点 @ 2 を 結ぶ 線 分 の 垂直 2 等 
分 線 は ,。 ゥ と か ら の 距離 が 等 し い 点 の 全 
体 で ある と 考え る と , その 方 程 式 は 


2 点 @% 2 を 結ぶ 線 分 の 垂直 2 等 分 線 
| < 一 g| テ | 一 記 1 ⑨) 


9 A 
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|<-g ド | ミーg 

(一 の (<ー の =(< 一 の ( 々 ー め の 
これ を 整理 する と 

(8@ 一 の < 十 (8 一 の ぇ |gF 一 | 2Fー0 
VS 
こと と で 。 ァ ヶ ーgーe。 ヵ ー|g ド ー| 2 と お く と 


直線 の 方 程 式 の 一 般 形 
タタ 十 2Z 十 カーデ 0 ……… ⑬ ( ヵ は 実数 ) | 


と な る . 
逆 に , 複素 数 平面 上 の 直線 は すべ て , ③ の 形 で 表 さ れる . 


皿 . 円 
点 g を 中 心 と する 半径 ァ の 円 は e と の 距 
離 が ヶ で ある 点 の 全体 だ か ら 。 その 方 程 式 は AI 


で ある . 
4* ④ の 代り に , 


0 
| < 一 glー ァ ? 


(< 一 の (< 一 g) ニ ァ * 


| 科 一 一 gz 十 |g ド ー ァ ター0 
と 表す こと も で きる 。. 
と と で 。c 王 | 一 7” と お ぐ と 


3 / 


円 の 方 程 式 の 一 般 形 
POD て ⑮⑤ (c は 実数 ) 


送 に , 複素 数 平面 上 の 円 は すべ て ,。⑤ の 形 で 表 き され る. 
| 引 一 (1 一) 一 (1 十 7)< 一 1=0 
を 満た す 点々 の 描く 図形 は 。 この 式 を 変形 する と 
{ター(1+7)}( 々 (1+ す 2} 一 (1 の (1 十 7) 一 1= テ 0 
| 々 1 二 の 王 3 
| 院 寺 UK299 
と な る か ら , 1 十 ? を 中 心 と する 半径 3 の 円 で ある . 


公記. 複素 数 平面 と 平面 尊 何 M 


相 異 な る 3 つの 複素 数 o。 2, 7 に お いて , か 
ら oe から 7 に 向かう 線 分 を , ベク トル の 記号 
を 借り て , それ ぞ れ 2 y と 表し , 2 から 
まで の 向き の つい た 角 を oy と 表す こと に す 
る . 

図 か ら わ か る よう に , og97 は O か ら g 一 記 , 


に 向かう 線 分 0(z 一 2) か ら , O から ヶ ー/ に 向 
か う 線 分 O(yー) まで の 向き の つい た 角 
ン (g 一 の 0( ヶ ー8) に 等 し いか ら 


ン g8y 王 arg (yー の 一 arg (eー の arg 引 
の 関係 が 成り 立つ . 
94 
^ 1" この 角 の 記号 で は , ン 78z は 太 か ら 
g まで の 向き の つい た 角 を 表す か ら , 
ン 79 み デー ン g/ の 7 
2 の 関係 が 成り 立つ この よう に , 複素 数 平面 
で は , 角 に は つね に 向き が ある の で , 注意 が 
に 2 必要 で ある . 
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ーー 4 ダグ 
< | 複素 数 e を 中 心 と し て , < を 角 | | 
の だけ 回 転 し た 点 を の み と する と き 
9 一 g 三 (< 一 @)(cos の 十 7sin の ) : の 一 g 


6 1 @ 
H の 一 の < ae H 

三 cos の 十 ? sin の 1 こ ターg 

* る ター の ! / 


7 ダル 6 


右 図 か ら わ か る 通り , 原点 を 中 心 と し て 
<ー@ を 角 の 9 だ け 回 転 し た 点 が 一 g 
で ある こと か ら , 上 の 関係 が 導 か れる . 


3 相 異 な る 3 点 @ 2, 7 ヶ が 同一 直線 上 に 
ある と き , 
ン ggy0" また は 180" 


7 


ー0" また は 180* 


25 
@ー が 


が 成り 立つ . 
この 事実 か ら も , @, / を 結ぶ 直線 上 に 点々 が ある た め の 条 件 
は #7 を 実数 と し て 
7 


の っ が つま り ぇ = 女士 (1 一 り g 


と 表 き れる こと で ある と わか る 


4 _ 相 異 な る 4 点 @ 2。 7。 9 において, 
28 か ら 76 ま で の 角 は 0(6-- の 6 


0(⑧ー7) まで の 角 つ まり arg 紀 3 
等 し いか ら , 次 の こと が 成り 立つ . 9 ーー 
OM 


づ と が な が 行 で ある と つ づ ニ と な は 炎 導 で ある . 
g8 と 76 が 垂直 で あぁ る ゃ っ や 


= た さ 
ラー が 純 虚 数 で ある . 
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特に , 直角 三角 形 に 関し て 


人 へ 


3 
の 3 


6 


まめ 


@67 に お いて 


ン 』 が 直角 で ある を っ ーー- が 純 虚数 で ある 


5" 


D 
() 
C 

9 
Pd 


また は ⑨② は 
ン o779 ニ テン 69/ 
は 
ン oe76 一 ge6/ 王 土 180"* 
い 換 える こと が で き , さら に 
/ 二 2 人 9) 
@ー ア @ 
い 換 える こと が で きる . 


T Td 


ーー0" また は 土 180" 


平面 上 の 相 異 な る 4 点 A 
B, C, D が 同一 円 周 上 に ある 
と き に は , 4 点 の 並び 方 に よ 
つ G 


ACB テン ADB  …… ① 
ま 7 と (は 
ACB 十 有 ADB テ 180“ 
9 の) 


の いずれ か 成り 立つ . 

複素 数 平面 上 の 相 異 な る 4 
点 の 8 7, 9 に つい て 同じ 
こと を 考え る と き に は , 角 に 
向き が ある こと に 注意 し な け 
れ ば な ら な い . 

ge, 2 に 関し て 7。 9@ が 同じ 
弧 に ある と き に は , 選 7 と 
ン e62 は 同じ 向き で あり ,?, 
@ が 異 な る 弧 に ある と き に は 
ン g76 と 669 は 逆 向 き で 
ある か ら , 
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4 点 @ 7。 9 が 同一 直線 上 に ある と き に も , ③ が 成り 立つ 
か ら , 次 の 様 に まとめ る こと が で きる . 


4 点 の g,。 7。 9 が 同一 円 周 ま た は 同一 直線 上 に ある 


ンー テ / ど を が > 
Me が 実数 で ある . 


ーー AZ 6 ョ 語 王 三 三 
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火 の お の お の の 方 程 式 を 解け 」 

(1) < 一 (3 一 22) テ ー1 十 7 

(2) 一 十 ( 一 2 填 32(< 二 1) ニモ (1 寺 2 の * 

(1 十 27) 填 1 

9 | 六 MG 
[アプ ロー チ > 複素 数 に つい て の 1 次 方 程 式 で す . 一 般 に , 1 次 方 程 式 
に つい て は , 係数 や 未知 数 が 複素 数 の 場合 も , 実数 の 場合 と 同じ 方 法 
で 解く こと が で きま す . それ は 1 次 方 程 式 の 解法 に 使わ れる 原理 : 

*4ー か つ どー 一 4 テニ C'′ な どの 等 式 の 性 質 

コー 一 全 4+C= テ ど 二 C' な どの 等 式 の 変形 規則 
が 複素 数 の 世界 で も , 実数 の 世界 と 同様 に 成立 し て いる か ら で す . 


移 項 多 國 還 (1) <=(-1+) 土 (3 一 22) 
ーー2ー』 


( 2 ) 一 引 十 (一 2 十 32)< 十 (一 2 十 32) ニ 1 十 27 十 (一 1) 
(一 2 填 22)< 三 27 一 (一 2 十 32) 


… 2( 一 1 填 ) 々 テ 2 一 ? 
5 。 2 一 7 (2 一 が (1ー》 
分 子 ・ 分 母 に 区 … ぇ = ーー よー 
1-7 を か け て 9 前 1 
に 2 D 
分 母 を 実数 に す 1 に 
る . 
KW A2.1 


( 3 ) 上 の 式 を ①, 下 の 式 を ② と お く . 
通常 の 「 加 減 法 」 双 ①x? 一 ② を 作る と , が 消去 され て 
と 同じ . 21 十 27)< 填 < デ ?ー(2 一 7 
(一 1 寺 2)< テ ー2 十 27 
を 得る . これ より 
々 一 2 
で ある . 
これ を ① に 代入 し て 
2 十 47 十 ゅ 三 1 
…. の デー1 一 47 
を 得る . 
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2 つの 複素 数 。 8 に 対し 
g/ 王 0 です 2 デ 0 また は /= テ 0 
を 示せ . 
| アプ ロー チア 2 ニー ァ 十 の 7, 2 王 十 7 と お いて , 68 を 計算 し て み ま し 
よう 。 それ が 0 等 し いと は 。 どう いう と と で し よう の 


SNERESS 


@ー 十 97, /ー 十 の 7 と お く と 

@9 三 ( ァ 十 9)(z 十 7) 

三 (zg 一 y9) 十 (yg 十 yz/)7 
の 
zz 一 y デ 0 0 ……… ① sz, 7) 人 つ で 

29 王 0 ぐつ 2 DS ⑨ 解く . 

①xz 寺 ⑨②xX ヵ 。 一 の X① 十 zzX⑨ を 作る と 。, 
間 r 


(4〆 十 2 の = テ 0 
これ は 
の 十 の キ 0 一 > テッ テ 0 
/ キ 0 一 飼 2 テ 0 
eg 三 0 また は / テ 0 
を 意味 する . 四 
@/ 王 0 と する と 
lg|=0  … lgll|=0 る |zg|=|zl2| 
よっ て gl|= ニ 0 また は |1 引 =0.、 すなわち 。 直実 数 Z,。 2 に だ 関 
。 三 0 また は /ー0 を 得る . 自 し て 
6 の ら 三 0 を ご 2 テ 0 
まだ は ヵ テ 0 
を 前 提 と し て い 
る . 


[ 注 ] 「z キ 0 の と き は が 存在 する 」 こと を 利用 し て よい と すれ ば 


「2 キ 0 な ら ば , gg 三 0 の 両辺 に 一 を か け て , 80 を 得る . よっ て 


@9 王 0 な ら ば ( g 三 0 また は =0 ). 
一 方 , 送 は 明らか 」 と 証明 が で きる . 
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B.B03 ーーーーーーーー 
2 次 方 程 式 
レー トン ーー] 2) ニー ) 語 に お 洒 CO 6W 
を 考え る . 
(1) <=3 土 27 は ① を 満た すこ と を 示せ . 
(2) = デ 3 主 27 以外 に ① を 満た す 複 素数 は 存在 し な いこ 
2000 
(2)「 2 次 方 程 式 だ か ら , 解 は 2 つ し か な い 」 と いう の で 
は 理由 に な り ま せん . この “常識 ” を 確か め る の が 目的 で す . 


( 1 ) = テ 3 土 27 を ① の 左辺 に 代入 する . 
(3 主 27) 一 6(3 王 27) 十 13 
三 5 土 127 一 18 二 127 十 13 三 0 血 
こう いう < の 2 (2) (< 一 3 一 2 の (< 一 3 十 22) 


次 式 を 考え る . ー(< 一 3)* 一 (277 ニ ダー6z 十 9 十 4 
ダー6z 十 13 
いつ 
ダー6< 十 13 三 0 


を (ーー22( 々 一 8 寺 22 テ 0 
CS B.202 共 を - 飼 < 一 3 一 27 三 0 また は る 一 3 十 27 テ 0 


9 の 7| 中 


日 . 04 YOSSSEKEAENTHSOS32SES7=E つ OSSzccoTNTECs27SSKSSSERemh な 75 で SR2f53 二 RSEDIZRRR 
r を 実数 の 定数 と し て , 2 次 方 程 式 
ダ +( を 3)z 一 (2 だ 9= ニ 0 mt ① 
を 考え る . 
(1) 一 0 の と き , ① の 解 を 求め よ . 
(2) ① の 解 を 求め よ . 
Oi 


GNOMESRSTNISSSSNSSS CREWSRS2NNRRGGGGASBINKANSRERSGNIYPYRASRRS 


アプ ロー チア > 解 の 公式 (A2.1II) を 使い ます . 
了 英 還 (1) 一 0 の と き , ① は 
ダー3z 十 3 テ 0 
と な る か ら 。, 


3 土 79 一 4・3 3 エッ ー3 3 土 73 ょ 
2 2 2 
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27 一覧 Jade sa 3) 


ー た 十 3 土 9 デー6 た 一 3 
2 


( 3 ) (2 で 求め た 解 が 虚数 で ある た め の 条 件 は 


9 デー6r 一 3 く 0 放 カテ 97“ー6 ヶ 一 3 
(3 た 填 1)(z 一 1)<0 は 判別 式 
ー す で を <1 で ある 。 
日 . らら 口 号 ニン 52 もら 92cy タ see ニテ 
2, 5。 c を 実数 と し て , 2 次 方 程 式 
ウド の z ド な 0 呈 ま 誠 論 記 王 ie 6W 


の 2 つの 解 を w。 2 と する . た だ し g キ 0. 
(1) 2 十 /, 9 を 求め よ . 
(2) ① の 左辺 は 
eg ダ 2 十 十 c デ の < 一 の (< の 9 ……… (の 
AA 2 


ーー ニニ ーー ーーー ここ ここ ここ ここ ここ ここ ここ ここ 


(1) 解 の 公式 か ら 導 か れる 関係 陀 28 gg と 
を 解 と 係数 の 関係 と 言い ます . これ を 用 いて (2) を 示し て 下さ い . 
(1) 解 の 公式 に より 。 
ー の ヵ 寺 y/ が 一 42c ー ゥ ヵ ー ソ が ゲー42c 
軸 2Z 5 22 


CDNNG8 e+ g ニ ーー 


ー ィ (ー9+ が ー4oc (一 の ムー が ゲー42 の ) る 和 と 差 の 積 


7 (が ー( が ー4go)) 一 を と 


( 2 ) 2 テーg(Z 十 の の, c= ニ 2g6 で ある か ら 。 
g<" 十 の < 十 c デ g ダ ーg(g 十 の < 十 Zgg 
ーg( タ ー@)( タ ー) 
[ 注 ] 因数 定理 の 論法 を 用 いて 直接 (2) を 証明 する こと も で きる . 
IS B.210 
② の 両辺 の 係数 を 比較 する と , (1) が 得 られ る . 


72Z $2 複素 数 
に 1 紀 自 | 局 本 SE27 は 8 


アー7 ァ 十 15 王 0 の 解 を @e 2 と する と き , 
必 
① + を の 値 を 求め よ . 


REBORNNSMNNRENNIROSSDBIRNNNNSSNNNRSSBNOSSSNSS 


ロ 
ど だ 炊 
(2 人, 人 を を 解 と する の 2 次 方 程 式 を 作れ 。 


の 2 を 直接 代入 する より も , は る か に 人 簡単 


な 方 法 が あり ます .。 代入 すべ き を が と ぴの 対称 式 (o, 2 を 
交換 し て も , 元 と 変わ ら な い 式 ) で ある か ら で す / 
(1) 2 次 方 程 式 の 解 と 係数 の 関係 より 


(4 
gg 三 15 
で ある 。. 
この こと を 踏ま え , 問題 の D 式 を ? 十 と 9 と で 

表す と 

の 2 9 上 3 

0 っ 

_(g 填 の?"ー3g8( ヶ 填 8) 


@/ 
と な る の で , 求め る 式 の 値 は , 
7-3・15・7 _28 
15 5 
で ある . 


(2 ) 上 で 竹 上 人 を の 和 が 求め られ た の で , っ き ぎ 


に 積 を 計算 する と 


2 
し た が っ て 。 和 。 を を 2 解 と する 方 程 式 と し て は , 


で ー 全 >+15=0 が あげ られ る . 
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次 の 方 程 式 を 解け . 
(0 計 22 三 32* 二 7 ァ ー5 二 0 
(2) 計 (Z 3)(z 十 4)= テ 3 


RGDTHSSNRRSNS 1 だ GE HEPPEFSESGNTKFatSEee デ Io が EGRH2BRSPXPOYVGROSRS 


高 次 方 程 式 を 解く と き の 根 本 原理 は 。 た だ 一 つ , 
“方 程 式 を , 7(z) ニ 0 の 形 に 整理 し , 左辺 を 因数 分 解す る こと 
に より , 低 次 の 方 程 式 に な お す ”" 
これ だ け で す . その 際 , 役立つ の は , 因数 定理 だ け と は 限り ませ ん ソ / 


(1 ) >= テ 1 が 解 の 1 つ で ある こと か ら , 左 
辺 は , ァ ー1 を 因数 に も つ . この こと に 注意 し て 左 
辺 を 因数 分 解す る と , 
( ァ ー1)(z*ー2z 十 5) 三 0 
ES りり 
ァ ー1ー0 また は “一 2z 十 5 三 0 ブ B.202 
と な る . し た が っ て , 方 程 式 の 解 は , 
ァ ー1 また は ァ 三 1 土 27 
で ある 。. 


( 2 ) 与え られ た 方 程 式 の 左辺 は , 
(第 1 因数 と 第 4 因数 の 積 ) ニ ァ * 十 5z 十 4 
(第 2 因数 と 第 3 因数 の 積 ) ニ ァ デ 十 5z 十 6 
と な る の で , 
ーッ“ 十 5 ヶ 
と お く と , 刀 は , 2 次 方 程 式 
(4)(+6)=3 
2? 十 10 十 21=0 


(+3)( マ +7)=0 き 結局 

を 満た す . ゆえ に (z? 十 5z 十 3) 

ダニ テー3 また は メニ テー7. X(z2 二 5 ァ 十 7) 
アニ ーー3 すなわち z* 十 5z ニ ー3 と な る の は RM 

冬 人 少 で きだ 。 
ー5 圭 

ーー ラー 革 と うと 
の と き で ある . 同様 に 。 ダー ニー7 と な る の は 

0 5 


の と き で ある . 
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に 1 内 王 邊 | 紀 5 CD ICOS2D59DKGDSCEERONNIEEESSNOOEERERNESSSSEDNI 義 IESRSSKCSHENRYIYRS 


方 程 式 

ダ 二 ダ 十 ダダ 十 二 ] モ 0 。。。  ……… ① 
を 考え る . 
() < 一 ー/ と お いて , 7 の 満た す 方 程 式 を 解け . 
(2②) ① を 解け 。 


NNBSREINNDKNAVSG2K SEENIEGSSSSSNONRSNWUSSRSSSERSSMN 


高 次 方 程 式 解法 の 根本 原理 は , 因数 分 解 で ある と 前 問 で 
述べ まし た が , 実数 係数 の 範囲 で 因数 が 容易 に 見 つか る 保証 は あり ま 
せん . 特別 の 形 を し た 4 次 方 程 式 に お いて は , うま い 技 法 が あり ます . 
① の 両辺 を 2 で 割っ て み ま し ょ う . 


1 


了 散 放 (1) <= テ 0 は ① の 解 で な い の で 。① は 
デ +z+ キ 1 オー+=0 
と 4 と 
と 同値 で も る . これ を 7 で 表す と 
ダ + ニー デ ー2 (どー2) 十 上 1=0 
だ 十 7 一 1 ニ 0 seeeseeee ⑨) 


( 2 ) ②@ を 解い て 


ーー ま Y5 ZOS 《⑯) 


ま 7 と 


2 
妥 


ダー 十 1=0 
を る に つい て 解く と 
_ 7 土 マ デー4 
1 


と な る か ら 。 これ に ③ を 代入 し て 
ッ ー ニ 1 サ Y5 土 Y10 十 275 』 
4 う 3 


ー ニ 1ー ア 5 土 Y10275 : 
4 
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Q 〆ー3 十 4 を 満た す 複 素数 2 を 求め よ . 
(2) 0 ター62 十 25 三 0 を 解け . 


CS ここ 記 ニー スジ ニニン と CS 5 に で CSSNESESSAxkoSe に 1 ESSPER 


(1) ゥ 2 填 77 と お いて , 実数 , の を 求め ます . 
(2) の 値 は , すぐ 分 か り ま す . 


(1 ) 2, ヵ を 実数 と し て 。 og 三 Z 十 が と お く と, 
(2 十 )“ 王 3 十 47 
隊 S 
6 の 2 
ヵ を 消去 する と, 


の ー3〆ー4 三 0 
(Z〆ー4)(Z 十 1) テ 0 2 は 実数 . 
g 王 土 2 
よっ で, 折 に ( 主 2, 1) ( 複 号 同 順 ) 
g 三 士 (2 十 り 


(20 衣 22 二 どく 滞 。 (は 
ダ *ー6 双 25 テ 0 
を 満た す . し た が っ て = テ 3 土 47 で ある . 
まず , (1) に より , 
ダー3 十 47 を < テ 圭 (2 十 》 
他方 , ダー3 一 47 に つい て は , ( 1 ) と 同様 に 
(2 填 7)* 三 3 一 47 


を 考え る と 
2 の ーー2 
と な る 点 が 違う だ け で ある か ら , 残り は 同様 に し て 
ター3 一 47 を < テ エ (2 一? め 
以上 に より 
ヶ 三 土 (2 十 ), 土 (2 の 
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に 1 ロ 10 お RBORSCSSSAHBDGSREOESPNESISREOIRRSWECRGESSSUSNMENSDSSSASRS 

方 程 式 

ダ eZ 士 叶 c 寺 04 | ーー や See ① 
の 3 つの 解 を 2。 2 7 と する と き 。, 

1) 2 十 8 十 ヶ 。 @9 十 ⑰ 十 7 の 。 9 の 67 の 値 を 求め よ . 

(2②) (eg 十 の (8 二 ( ヶ の @ の 値 を 求め よ . 
[アプ ロー チ > (1) 3 次 方 程 式 の 解 と 係数 の 関係 で す . ① の 左辺 の 因数 
分 解 を 考え ます . 


了 散 罰 (1) ① の 左辺 は 
ダ 十 2" 十 6z 十 c 王 (< 一 の (< 一 の (< 一 7) 


SE の 
の よう に 因数 分 解 さ ん る か ら , 係数 を 比較 し て 
g デ ー@ー/gー ア @ 十 / 十 ケ ニ ーg 
ムー47 十 77 十 7Z Go @/ 十 7 十 7g 三 の 


@ 三 28 @/ ヶ ニーc 


( 2 ) 2 博 キ 7 テー だ か ら , 
(eg の (8 二 7)(7 寺 の 
(デメ ー カ (ーー の ( ニ マー) 
テー ダー(g 十 8 十 ) の の 
ー(28 十 7/ 十 7 の 2 一 67 
ーー の の 〆ー622 十 c 
デーgog6 十 c 


[ 注 ] 1” (2② は , に ぇ = ニーZ を 代入 し て も よい . 
2" の よう に 因数 分 解 で きる 理由 を 考え て 見 た い . 
げ (る?) ニッ 十 g2<7 十 太 十 Cc と お く . 
因数 定理 を 用 いる と, 
げ ( 々 ) は < 一 g で 割り 切れ る . 
プア (<) は < 一 / で 割り 切れ る . 
げ ( 々 ) は < 一 ヶ で 割り 切れ る . 
いう こと が 分 か る . し か し これ か ら 直 ち に 
プ (<) は (ター の (<ー8 の (<ー ァ ) で 割り 切れ る 
と 結論 する こと は で き な い . 
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まず og, 8, y が すべ て 異な る と し よう . この と き , 7(z) を < 一 gw で 
割っ た 商 を (< 々 ) と する と, 
(る ー(< 一 の の (<) 
これ に ぇ 三 / を 代入 する と 
0= パ の テ (8 一 の 96) 
の)=0 
と な り , 9( 々 ) は < 一 で 割り 切れ る . そこ で 商 を /z) と する と, 
の <) ニ (ター の る) 
同じ 論法 で (z) は <- ヶ で 割り 切れ る こと に な る が , <) は 1 次 式 
だ か ら , 
る 々 ) ニ 4( 々 一 ヵ ) 
(る 々 ) ニ 4( 々 一 の (< 々 ー8)( 々 一 ?) 
ここ で の 係数 を 見 て 4= ニ 1 を 得る . よっ て ② が 成立 する . 
次 に ge 王 9 キ ? と し よう . この と き , ① が 重複 解 > を 持つ と いう の 
は 
げ ( る ) は (< 々 ーg)* で 割 切れ る 
こと を 意味 し た . そこ で 商 を (z) と する と 
プ ( 々 ) ニ (< 一 の ? が (<) 
と な り , これ に ぇ テ ァ を 代入 し て (7) テ 0 を 得る . 
よっ て s) は < 一 ヶ で 割り 切れ る . し た が っ て 
(る = テ (< 一 の (< 一) 
と な る 。. 
また og の 2 ニ ァ の と き は , 3 重 解 の 定義 に より , 7(z 々 ) は (<ー@ の )* 
で 割り 切れ 
(る 々 ) ニ (<ー の )* 
を 得る . 


パー アタ キタ ー2) y『 
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の 十 の が 二 cC 三 4 0 ……… ③ 
1) 2 2 c を 3 解 と する 3 次 方 程 式 を 1 つ 作 れ . 
(2) 1) を 利用 し て , 〆 の 十 が 十 c?" の 値 を 求め よ . 


キー ンー ごま WOOOKKv 王 2 CGIEESSSOES CE 


RSSSRSSSG 半 


[アプ ロー チ > 「( 未 知 数 の 個数 ) ニ (方 程 式 の 個数 ) だ か ら , 2, 2, c の 値 
が 求め られ る 」 と 思っ て は な り ま せん . 普通 の 方 法 で は , の 62, c の 
値 を 求め られ ませ ん し , 本 間 を 解決 する た め に は , 求め る 必要 も な い 
か ら で す / 


(1) ⑨@ は 
(2 填 填 c)* 一 2(2 の 十 6c 十 c2) テ ー1 
6 十 の 二 c 三 1 を 牙 と 変形 で きる の で , ① の 下 で は 
代入 する . 2 の 下り の 2EE6 の 三 由 1 ピー ee の 2 
と 同値 で ある . 
ま 7 加 (8⑧ は 
(2 十 6 十 c)(Z 十 の 十 c ダ ー2 の 一 6c 一 の ) 十 82 の c 三 4 


g 十 5 十 c 三 1, = と 変形 で きる の で , ① と ② の 下 で は 


の 十 の 十 c2 ニ ー1。 g の c 三 2 
の 十 の c 十 cg 三 1 と 同値 で ある . 
ルル ゆえ に , の 6 c は 。 3 次 方 程 式 
ダ ※ー ァ * 十 ァ ー2 三 0 
の 3 解 で ある . 
( 2 ) ?" 三 (パー ァ デ キー2)(z7 十 ァ ) 十 2 十 2 
2 が 恒 等 的 に 成立 する か ら , 
9 計 の テー(〆ー の 十 g 一 2)(2 十 2 の) 十 〆 十 2Z 
BEED お Sr ー の 十 22 


パー28 十 2ー2y で ある . 


十 2z が, の も 同様 で ある . 
ラウ だ 2 が 8 
の 十 の 十 c" 三 (の 〆 十 が 十 ⑦ 土 2(Z 十 の 十 c) 
(一 1) 十 2・1 
デ 1 
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2,。 らち を 実数 と する . 方 程 式 
2z" 十 gy" 十 一 6 王 0 
が , ァ テ 1 十 ? を 解 に も ち つ とき, OM 
2 
[アブ プ ローチ 未知 数 は 2 つ (Z と ヵ ) ある の に , 条件 式 は 1 つ し か た 
ち ま せ ん . さりげ な く 仮 定 さ れ て いる 条件 が あり ます . 


ァ ー1 十 ? が 解 で や る か ら 

2(1 寺 が 十 2(1 二 2 の 十 6(1 す の 一 6=0 
が 成り 立つ . これ を 計算 する と 

2(1 二 37 一 3 の 十 g(1 寺 27 一 1) 

十 が (1) 一 6=0 
(5ー10) 二 (22 十 5 十 4)7 テ 0 3 7 に つい て 整理 
と な る . (6 
ここ と で, 5ー10, 22 十 の 十 4 が 実数 で ある こと に 注 

意 す る と 。 上 式 は , 


層 1 寺 < ここ が 急所 , 方 
22 十 5 十 4 テ 0 ヵ テ 10 程 式 が 2 つ 出 て 
を 意味 する . に 977 の JaGIYZC 議 (の 
ゆえ に , 与え られ た 方 程 式 は が 決定 され る . 

2*?ー7 ァ >“ 十 10 ヶ ーー6 テ 0 

で あり ,。 これ は 

(2 一 3)(%ー2x 二 2)=0 ァ ー テ が 1 っ 
と 因数 分 解 さ れる . の 和解 で ある こと 
し た が っ て , 残り の 解 は を 見 つけ る . ま 
と イー た は , 下 の 研 玩 


2 
で ある . 


(>) を 実数 係数 の 多項式 と する と き , 
げ ( の = テ 0 一 一 7⑦=0 
(2 は , e の 共役 複素 数 ) 
と いう 定理 が ある . これ に 基く と, ァ テ 1 十 ? が 解 で あれ ば , >ー1 一 ? 
も 解 で や る こと が わか り , 1 エ ? を 解 と する 方 程 式 
デー2 ァ 十 2 テ 0 
を 思い うか べ れ ば , 上 の 因数 分 解 に 気づく の は た や すい . 


KORC7SRGSSINSNNGS5E 半 ECRRSSGHRSSSBRERRESSHSEGIRGSS 


= 2 一 
[アプロ ー チ > 解 の 公式 <- 一 と キマ を ー42 を 導く 論法 は , 
@ ひ , c が 複素 数 の 場合 に も 成立 し ます . 唯一 の 問題 は ゲー42c と 
いう 虚数 の 平方 根 で す が , B.209 (1) を 参考 に し まし ょ う . 
解 の 公式 を 導く 方 程 式 の 左辺 を 平方 完成 する . 


論法 を 確認 する . 。 6 剛 6 ) -r+sz=0 


ト -- 胡 - す 
で の 2 の 5 あ 突 数 ど し .G 
(2 "ニテ ー6: 


9 の Ci 


靖夫 
g の ーー3 
これ を 解い て , 
ー ェ 9 
《 の =(% きす) 


-(- 旨 - 


ター3 一 27。 一 1 十 , 


Poo) 
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日 . 14 ーー マー RRBSN2Eo22S 
(1) に つい て の 2 つの 方 程 式 
ター(2 填 1) ァ * 十 2 三 0 ……… ① 
デー ァ ーg の 0 0 ……… (の ② 


が 共通 の 実数 解 を も つの は , 実数 々 が どん な 値 の と きか . 
(2) を 実数 の 定数 と する . > ヶ の 2 次 方 程 式 
(1 二 2)z*ー(2 十 1 十 ) ァ 十 (2 一 2 の) テ 0 
が 実数 解 を も つの は , 2 が どん な 値 の と きか . ただし, ? 
MO で ある 


APAN2NESSEEKTEK2 人 ESSPERSTFGEKGCCTEIS CCBRYPSIEEIESS230GSH2SCURCCHEANN TDS の 5 が 4 お 37 


[アプ ロー チ > (1) ① と ② の 共通 解 と は ょ ,。① と ② を > に つい て の 連立 方 
程 式 と 見 な し た と き の 解 に ほか な り ま せん . (2) で は , 方 程 式 の 係数 が 
実数 で な い の で , "判別 式 =0' は 使え ませ ん / 


(1) ②-① を 使っ て , z* の 項 を 消去 する 語 ① か つ ⑨② 
ー み る ③ ぐ 
ggー(Z2 十 9 の モ 0 0 ……i… ③ 
が 得 ら れる . 逆 に , ②③ に より ① が 得 ら れる の で か つ ③ 
① と ② の 共通 解 は ,② と ③ の 共通 解 で も る . よっ て 0 
② と ③ の 共通 の 実数 解 を も つた め の 条 件 を 求め あれ ば 本 局 
よい が 。③ は , 2 キ 0 の と き 


2 PCPPCCCCD 《)M 


/4 
と いう 唯一 の 解 を も ち , 他 の と き は 解 を も た な い . 
ゆえ に , ② と ③ が 共通 の 実数 解 を も つの は ③' が , 
⑨② を 満た す と き , すなわち 


(舎人 g 十 2 
@ の 


と な る と き で ある . これ を 2 に つい て 整理 する と 
ダー2g 一 4 テ 0 
(2 一 2)(Z 十 22 十 2) テ 0 


ーg デ 0 


と な る . 
これ より , 求め る 実数 z の 値 は , g 三 2 で ある . 
(2) 方 程 式 は 
{z*ー(2 填 1) ヶ 十 21 十 2(z*ー ァ ー の) テ 0 る この 実数 解 は , 
と 変形 され る . し た が っ て , これ を 満た す 実 数 yr が  ①, ② の 共通 の 
存在 する の は 。(1) と 同じ く , g 一 2 の と き で ある. 実数 解 . 
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複素 数 平面 上 で 3 点 3。 1 填 37。 一 1 十 7 を 頂点 と する 平行 
四辺 形 の 第 4 の 頂点 を 表す 複素 数 を 求め よ . 


[アフ ロー チ > 平行 四辺 形 の 性 質 を 思い 出し まし ょ う 。 


A(3)。 B(1 填 32)。 C( 一 1 二 の と し , 第 4 の 頂 
点 を D( 々 ) と する . 
AB, AC, AD が 対角線 と な る 場合 が 考え られ る . 
平行 四辺 形 の 対角線 は 互い に 他 を 2 等 分 する , つま 
D り , 対角線 の 中 点 ど うし が 一 致す る か ら , それ ぞ れ 
9( 人 8) (Pt る 
2 2 


より ぇ 三 5 十 27, 


3HadbN 804 DEMS 


ー3 十 4? 


oe) PP 


と な る . 
( 答 ) 5 十 24。 1 一 27 また は 一 8 十 4』 


日 . 4 | 到 EYES まで SORTORTT2SSG を SOCCRCSYTT で EER XGA EZ 
複素 数 平面 上 で , 0 以外 の 複素 数 P(z 々 ) が 与え られ た と き , 
Q(z+1+7,。R(1+ の る) s+) を 図示 せよ . 


NSRRUNMEESNNRNNGE2S70HHESISSTORBNUBIDRRGSDSOHSNRIMMO 計 SAEIOEGH2 了 MHRSRBGERHRSSSRANBISO9NSS00 


[アプ ロー チ > 0O を 中 心 と し て , < を 90* だ け 回 転 し た 点 が な で す . 


Q(< 填 1 寺 ?) は P(z) を 1 十 7 だ け ビ け 平 行 移動 し 
た 点 で ある . 

(1+2)s テ < 填 有 だ か ら 。O を 中 心 と し て P(3) を 
90' だ け 回 転 し た 点 Pi( な ) を 考え る と , 四辺 形 
OPRP, は 正方 形 と な る . 


テー タテ < 一 テ (< 2) だ か ら , O を 中 


心 と し て P(<) を 一 90" だ け 回 転 し た 点 PX 一刀) を 
考え る と , S は PP。 の 中 点 で ある . 
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以上 の こと か ら , Q, R,。S は 下図 の 通り で ある . 


[ 注 ] (1 十 )z= ア 2 (cos45" 十 7sin45")<。 1 
っ 
1 十 ? 


より , R, S は それ ぞ れ 0 を 中 心 と し , 々 を 45*。 一 45* 回 転 し 。 さ きら に 
72. - 倍 し た 点 で ある と 考え て も よい . 


方 - (cos(-459+zsin( 一 459)< 


B. ら 1 フ ーーーーー 


2 つの 複素 数 a。 が, ||= ニ 1, る キ を みた す と き 。, 
一 学 - の 絶対 値 を 求め よ . 


MNORORR9RNOIAIOAOOE は 2 た SSOSYSGSETFESESASERKR 


1 一 る る 
592ORAHREKDREN は Er つり 83EERGSECCEEMESPRGHBANNtR2 お TGM の YET.3ETROR052D2S52NETYESESSS 


[アプ ロー チ フ > 複素 数 z の 絶対 値 と 共役 複素 数 の 間 に は, |zF 一 怒 が 
成り 立ち ます . 


| る | 三 1。 る キ ぁ より 


タダ ュー …………<・ ① か つ る る 多 キ 1 る る 王 1 と する と 
が 成り 立つ . りつ 9 る る 三 る る より 
ョ ー る | ター る ( 当 る es と な り 
1 一 名 る 1 一紀 る る る 1 一 る る 矛盾 . 
lei る 2 ター る 共役 複素 数 の 性 
1 一 る る 1 一 避 る s 質 A2.1V 


ー る ター る ター る る 十 る る 
1 一 る る 一 所 る る 十 名 各 る る 


ーー 1 一 る ター る る 十 る 2 /.. ① よ ょ り ) 
1 一 る ター る る る 十 る 名 ド 


1 
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B. ら 18 一 一 
複素 数 平面 上 に お いて , 
(1) 正三 角形 z87 の 頂点 7 を @ を 用 いて 表せ . 
(2) 正六 角形 の 頂点 が 反 時 計 回 り に る る, <s。 る 。 < ぁ 。 4 で 
ある と き , る , る 。 全 。 <%,。 を る , る を 用 いて 表せ . 


BSORGSSSO20NROSIGS 


[アプ ロー チノ 複素 数 々 を 中 心 と し て , < を 角 の 9 だけ 回 転 し た 点 % は 
どの よう に 表 さ れ ま すか ? (mg A2.8, 29) 


(1) 正三 角形 Z2》 に お いて , を 中 心 に 
を 土 60" だ け 回 転 し た 点 が 7 で ある か ら , 
ァ ーg 王 (8 一 の {cos( 王 60) 十 Zsin( 土 607) 


順 ) と な る . 


(2) 正六 角形 の 中 心 る は , 線 分 る , る の 中 点 で あ 
る か ら 。 る 一 飼 で ある . 


る ぁ る, as は る を 中 心 と し て る る を 60",120' だ け , ま 
た 。 as,。 ss は る を 中 心 と し て る を 60", 120" だ け 回 
転 し た 点 で ある か ら , 

ぁ 三 る 十 ( ネ ー る )(cos 60" 十 7sin607) 
ZiE24 ZZA0/ 全 ー) 
ae: +( ぁ 2 記 9 

ュー 


三 る 十 (ネー%)(cos 120" 十 7sin120?) 
ーー 


同様 に 
ニュ ユー 318 
4 4 
ーー ュー トマ 8 プ 


で ある . 
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日 . 1 665 EE と RGYSEGSSRRSEEEiES5S 


2 を 正 の 整数 と する . 
(1) ォ + テ ー1 の どき 。 タ + 壇 の 値 を 簡単 に 表せ . 


の 1 一 sin の 十 ? cos の 
1 一 sin 9 一 ?7 cos の 
値 と 偏 角 を 求め よ . 


SD 人 2iOSS5OGHWWMOSNISGRSSNRSNNNW 


(0* く の <90?) の と き , "の 絶対 


NNAKYNDNNHRNSRIGNNOIBDGMR 衣 NSKBGEB2SERARRISBSSEESSHSWSSR2SB 


[アプ ロー チ 了 いずれ も , まず ド ・ モ アブ ル の 定理 が 適用 で きる よう な 
形 に , z を 変形 し ます . 


( 側 過 <+ テ ー1 つま り ダー ぇ 十 1 三 0 
月 

ーー ます 37 cos(60 う Zsm(607 
KG の の 古 は つき 


テテ 
三 {cos( 圭 60) 二 2sin( 王 607) 
填 {cos( 土 60) 十 7sin( 土 609)-? 
三 {cos( 圭 60?7) 十 7sin( 二 607?)} 
土 {cos(607?) 十 sin( 王 607"))} 
三 2cos607“ 計 7z 三 677。 677 土 1, 
と な る . 67 士 2, 67z 十 3 
(0,1, 2, …) 
(の 本 二 還 
ーー 三 2 で ある 。 
(208 1ーsin 9 十 zcos の 1 一 sin の 十 z cos の ) 
(1 一 sin の 一 7cos の (1 一 sin 9 十 z cos の ) 
_ 2(1 一 sin の (一 sin 9 十 ? cos の ) 


2(1 一 sin の ) 
テーsin の 十 7 cos の る sin? の 十 cos* の 9 王 1 
三 cos(9 十 90) 十 sin(9 十 90?) を 利用 する . 
BR 
る <" 三 cos (の 填 90) 十 sin z(9 十 90?) 
と な る か ら 


絶対 値 1?|=1, 偏 角 arg <"ーz( の 十 907) 
で ある 。. 


次 の 関係 式 を みた す 複 素数 s を それ ぞ れ 求め よ . 
(1) ダニ ーー8(1 寺 357) 
(2) 語 = 引 KS DIG 2 


NSRSESHEERGNNIESGSIESAOOAEDRSS52SSgS 


[アプ ロー チ う る を 極 形 式 で 表し て 計算 する と 楽 で す . 


る を 極 形式 
タデ ケ (cos の 十 7sin の ) …① (7 ヶ >0, 0" ミ 9 く 360?) 


43 298 


G 表 よ 。 
( 記 ダーー8(1+7327 
うま り 
NIR 
人 (cos 9 十 7sin の =16( 2 2 り ) 
7*(cos49 十 2sin4 の ) 三 16(cos 240" 十 7sin2407) 
ま 30 詞 


三 16, 
49 三 240" 十 360'x (ん 王 0,1, 2,3) 
ヶ デ 2, 9=60" 十 90*X ん た 
と な る . 
な 三 0j 訓 押 2 叶 Sig)5tz@ 直 ⑪D は 8 り 
る デ 1 十 3 4 一 "3 十 5。 ー1 ユ ー73 7 3 一 』 


で ある 。. 
1 の 12 乗 根 は , (2 ) の | 
1 を 含み , 単位 つま り 
円 4|= ニ 1 を "(cos129 十 sin12 の ) ニ cos0" 十 2sin0* 
12 等 分 する 点 より, 
に ンー 129 三 360*X 
el ァ ー1, 930*xr (を 王 0,1,2,…。 11) 
8 と な る . 


この うち , ぇ の 実数 部 ヶ cos の , 虚数 部 ヶ sin の 
が と も に 正 と な る の は , 1, 2 に 対応 する 


1 _ 73 士 ! 1 ユ + ツ 3』 
ッッ ニー ニー ニニ ーー で に me こう 
2 2 
の 2 個 ど だけ で ある . 
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YIZ ゃ 1 十 の ( 々 一 2) さ テ > 
復 素数 平面 上 で の が 実数 と な る よう な 複素 数 
る が 描く 図形 を 求め る . 


款 EPSNSSC2DMNERSOOEEE5 ニコ 2 SYO920CNGC コ 3 


複素 数 め が 実 数 で ある た め の 条 件 % 三 の を 利用 し て も , 
ター ァ 十 22 と お いて と ヶ の 関係 式 を 導い て も 解決 で きま す 


与え られ た 式 が 実数 を 表す 条件 は 


(1 寺 ? の ( ミ 一 2) EC A21V 
と 4 る 
すなわち 
直々 ー の ロー ター タダ me ① る A21V 
で ある . < キ 0 …… ⑨② の も と で , ① は 
(1+ の る (ター2) テ (1 一 の <( ミ ター2) 
る ター(1 一 7 ター(1 す の =0 る 上 式 を 整理 し て 
(<-1- ほ ーー の (1+ め 27 で 割っ た . 
つま り 
| 々 一 1 の | テア 2 る ヌー(1+ の 
デー(1 一 7) 
と 同値 で ある . に 注意 する . 
② に 注意 する と, < が 描く 図形 は 9 
中 心 1 ユ 一! 半径 2 の 円 か ら 点 0O を 除い た 部 分 
( 右 図 の 太線 部 分 ) で ある . 


[ 注 ] <z= ァ 十 97 と お く と き 
條 本 の (2 の (1 が ((2 上 2 2 
る ァ 十 27 
ー 1 二 の ((z 十 9 の) 一 2)( ァ ー22) 

ァ “ 二 7“ 
と な る . よっ て , この 値 が 実数 と な る の は , 
?" 十 7 キ 0 か つ 【 分 子 の 虚数 部 ]= ィ ?+ ゲ ー2 ァ 十 2 ヶ 三 0 
の と き で ある こと か ら 求 め て も よい . 


SY 


72 の 0 3$2 複素 数 


複素 数 平面 上 の 2 つの 三角 形 へ 297, へ 〆/ の が 7" に関して, 
次 の (1), (2) を 証明 せよ . 


0 Ma に お の 
(1) Ag8y@ へ 〆 が 7 (同じ 向き ) e っ 坊 3 人 ダ の の 
(2) AggyooA〆 が ア ( 送 向 き ) で > スー ニテ アー と 
0 4 の ウン 放 の 
た CONSTOE こ た YSOER4SSS 交 を 介 HARDDNASSSAMOD99B 


[アプ ロー チ > 三角形 の 相似 条件 の 一 つ 「 2 辺 の 比 し と は さま れる 角 が 等 
し い 」 を 使い ます が , 複素 数 平面 で は 角 の 向き に 注意 が 必要 で す . 


(1) へ gy と へ 〆/ の 7 が 同じ 向き (つまり 
g77 お よび 〆/7" の 順に と も に 時 計 回 り ま た は 反 
時 計 回 り ) に 相似 で ある た め の 必 要 十 分 条件 は 。 


2 
0 還 レーel : 8-g|=| ア ーg| : 1 の | 
は さま れる 角 : gy ニン の 〆 ア 
が が 成り 立つ こと で ある .。 これ ら は , さら に 。 
O ああ 議 国語 | か っ 
arg ーーarg ー シ 
つり 
| 々 |=| ダ | か つ 区 Cc 
arg 々 王 aTg ダ の の 細 3 
< うー ジ と 同値 で ある . 時 
( 2) 一般 に z と る < は に 実 軸 に 関し て 対称 で ある か 
94 の ら , へ 〆 の 7 は へ @/ の 7 と 実 軸 に 関し て 対称 で あ 
0 り 。 2 つの 三角 形 は 逆 向き に 合同 で ある 。 
も (の だ 2 がら WM 
際 Ag8yco へ 〆 が ア ( 遂 向 き ) 
8 = < Ag@y の へ A〆 ダ 7 (同じ 向き ) ……… (*) 


! レー 。  ” さき さらに, ここ で ①⑪ を 適用 する と 
の 証人 
くり (Sc に <= う の ニ アゲ 


が 成り 立つ . 血 
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日 . ニオ ニー に | ーー ニー ドド SE ペン ニニ ニーム ーー ニニ ニニ ーーー 
複素 数 平面 上 の へ gg に 関し て , 
へ eg7 が 正三 角形 で ある 
と うつ う 。 の 直す 2 の の yy0 


EETMGTEESESE 


(1)) を 利用 する 方 法 が 一 番 


225 


0233EErKEO 


を 証明 せよ . 


[アプ ロー チ > 7 を go, // で 表し た 式 (B.218 
簡明 か も し れ ま せん . 


Ag67 が 正三 角形 で ある 
を - Z を 中 心 に , 8 を 土 60'" だ け 回 転 し た 点 が 


7 で ある . 
ぐう ァ ーg 三 (一 @({cos( 二 60) 十 ?7sin( 土 607))} 


最後 の 式 を 整理 する と 


っ (27ーgー の ニキ 8 る (8 一 の 


と な る が , これ は 
oe -e-g| 
の 〆 十 アツ 十 ゲーgg 一 7 一 7 三 0 

と 同値 で ある . 血 


へ gy が 正三 角形 で ある 
うと gy テン cg テ ン 7og 三 土 60* 
を Age6y の へ (同じ 向き ) 

の が 二 5 の 7) 

2 な 省 寺 2 二 9 

この 式 の 分 母 を 払っ て , 整理 する と 
の 十 デ アーgg 一 7 一 7g 三 0 

と な る . 血 

[ 注 ] 特に , 相 異 な る 点 0。 2 が 正三 角形 の 頂点 と な る た め の 必 要 

十分 条件 は 

〆 志 一 gg 三 0 


る B.222 1) 


ぐ 一 池 


で ある . 
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=] e 避 避 の MESNS0NGSSMSGOR638AD 
複素 数 平面 上 の 異な る 点 Z。 /, 7 ヶ が 1 直線 上 に ある た め 
の 必要 十分 条件 は 
9(8 一 十 放 7ー の 7(Z 一 の =0 
で ある こと を 証明 せよ . 


[アプローチ 3 点 が 1 直線 上 に ある の は , 一 々 と yー ゥ の な す 角 が 
どん な と き で すか ? 


3 点 @% 8 7 が 1 直線 上 に ある 


攻 を 8 一 と 7 ヶ ーg の な す 角 が 0" ま た は 180" 


/ 
で ある 
180 の 
ア ヽ = 久 < arg 2 また は 1807* 
アー の 〆 き < 
ーー の の が 実数 で ある . 
辺 アー@ 多 の る の 4 
の ME の 2 
に 等 し い . を 人 き (8 一 7) 十 8(7ー の +7(< 一 の =0 自 


日 . オーナ ゴ 39022222RG2RRRRREEEZRS6o75EGS5D320 が SOMECOMRGNAGOOGDG か RSSPUROXGHRESNKODRS2R8238B8DN23 
2 つの 実数 係数 の 2 次 方 程 式 
ァ パ ー2ZZ 十 6ー0 …… ①, ァ デー2Z* 十 の 0 …… ② 
に お いて , 5 一 2g〆 の 十 の 三 0 の 関係 が あり , ① の 2 解る, ぁ 
と ② の 2 解 &, ss は すべ て 異な る も の と する . 
(1) (ター ぇ sj)( る 一 る ) 十 (ター)( 有 一 ss) 三 0 を 示せ . 
(2) 複素 数 平面 上 で る , る ぁ , る , <。 は どの よう な 位置 関係 
に ある か . 
SOCGDIGCSSSRIG3MRBSS5ECES の NEED3S 光 9RRSADHSOSRMGRRSSSSSERDSSSS 
[アプ ロー チ > (1 は 解 と 係数 の 関係 を 利用 する だ け で す . (1 の 関係 式 か 
ら 何 を 読み 取る か が (2) の ポイ ント で す . 


(1) 方 程 式 や , ② の 解 と 係数 の 関係 ・ 
Be る る 王 の 
る 十 る 三 2Z? る る る 王 ゲ 

が 成り 立つ . これ ら を 
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ゥ ムー22 の 士 の モ 0 0 0 or… ③ 
だ 代入 し て 


る る ター2・ 5 (る 十 る ) 5 (aa 十 s) 十 タデ 0 


(る る 一 る ター る as 十 as る ) 
十 ( る 一 る ター る る る 十 ss) テ 0 
整理 する と 
(ネーs)( ぁ ー る ) 十 (ネー る)( る ー) デ 0 … ③④ 
が 導 か れる . 時 


(2) る 2 る 5。 2 る 5。 多 は すべ て 異な る か ら 


カー 33 ター る 4 / 

あの ーー の まま ④ 
より 

arg ュー る 3 =are( ター タ ] 

22 一 33 322 一 る る 4 

ン る aa る ー ン る る る 土 180" る arg( 一 2) 

ン る る ター ン る る る 三 士 18070 0 の ti ⑤ arg 々 土 180* 
が 成り 立つ . 


⑤ よ 25 2225 29 4 は 同一 直線 また は 同一 円 周 
上 に あり , 線 分 また は 弧 zz 上 に ss,s』 の いずれ か 
一 方 だ けが ある . 

また , (《④' の 絶対 値 を と る と 

| ネー る | | ター| モ | ター る | : | 一 る | 
が 成り 立つ か ら , <。 sa か ら る, る まで の 距離 の 比 


は 等 し い . 
さら に ,①, ② の 判別 式 。 。 に お いて 
二 ( の + 太 ) ニ ゲー5+ の ダー が ニー(Z 一 の "0 全 の 十 の 三 2gg/ 


で ある か ら , ①, ② の 少な く と も 一 方 は 実数 解 を も 


つ . また , ①, ② の いずれ か が 2 虚数 解 を も やつ とき ぷー る 
に は , それ ら は 互い に 共役 で ある . 
以上 の こと を まとめ る と ,。 次 の 通り で ある . 
( 答 ) ,。 zz,。z2s, る 4 は 実 軸 上 に あっ て , 2s,。 4 は を 22 
を 同じ 比 に 内 分 , 外 分 する , また は 実 軸 上 に 直径 を 


る 3 


も つ 円 周 上 に あっ て 一 方 の 組 は 実 軸 上 に 。 他方 の 組 
は 実 軸 に 関し て 対称 で ある . タ 


ィ イダ イダ $2 複素 数 


B.B 一 一 
複素 数 平面 上 で , 0 と (2 キ 0) を 結ぶ 直線 を 7 と する と 
き , 次 の こと を 証明 せよ . 
の と の 2 ASA を eg ダー の < 
[アプ ロー チ > 2 点 P, Q が 直線 ん に 関し て 対称 で ある た め の 必 要 十 分 
条件 は “PQ エ ん か つ PO の 中 点 と 7 ん” です. 


63532EESGESSSTREG3RCNOOSESRBSEESSSSIEERS 


/ る と が / に 関し て 対称 で ある ……… (*) 
3 275 つ まり 10 が 記 e ① 
Me … ⑨ 


>  ① は そ ー そ が 純 虚数 で ある こと に 等 し いか ら 


A2.8 夢 2 この (る) 
① 24 [24 


e( ダ ター?) テーg( ダ ー タ る)……… ⑨③ 
また , ⑨② つ まり 0, 3 が 1 直線 上 に ある こ 


と は , 2ー タ が 実数 で ある こと に 等 し いか ら 


る _/ 々 る \ 
の 5 2 | 
g ダ 二 る = ダキ る ……… @④ 


一 方 の 式 の 共役 1 Mk 1 
要 示 数 を 考 ぇ る 20③+④⑨): ge ダーgz と テ (④-⑨} : gz 


と , 他 の 式 が 得 は 同値 な 式 で ある か ら 結 局 , 
られ る 。 (*) と 人 つ ⑨③ か っ ④ と つつ ーー 自 


[ 注 ] arg 2 ニーarg e で ある か ら , gz。 gz は 々 。 る を 原点 
中 心 に 一 arg e だ け 回 転 し , || 倍 し た 点 で ある . 同じ 変換 
に よっ て 。 7 は 実数 軸 に うつ る か ら 
(*) ぐつ @ る と gs が 実数 軸 に 関し て 対称 で ある . 
< み 大 = 


を 利用 し て も 証明 で きる . 
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日 . フ SEEGORNMSSSS222246 
複素 数 平面 上 で , z が 次 の 図形 上 を 動く と き , ゅ ーー は 


どの よう な 図形 上 を 動く か . 
(1) 中 心 27。 半径 1 の 円 周 
(2) 2 点 1, 7 を 通る 直線 


の SCIST 宮 た YESNDTYEYegYSR 本 SS 


[アプ ロー チ > まず < の みた すべ き 方 程 式 を 求め ます 。 次 に 
ターー を 代入 し て の 方 程 式 に 直す だ け で 解決 し ます 。 


(1) ぇ の 方 程 式 : | 一 24| モ 1 ……… ① 
に , ゥ ーー を る 々 に つい て 解い た ォ ーー FC (② 
を 代入 する と , 

は - 約 に 

7 の 


と な る が , 分 母 を 払い , 2 乗 し て , 整理 する と 
(1 一 27)(1 一 279) 三 % の 


lat 
| 鐘 ド 3 を 得る ・ 

で に 2 ゃ P^ 上 

( 答 ) 中 心 3 【 の 半径 3 の 円 周 
(2) 2 点 1, ? を 通る 直線 の 方 程 式 は , <。 1, ? が 
同一 直線 上 に ある 条件 か ら 


キー( 芋 ) 4 A2.8, 3 
Q+9z-1-9z-220  ……… ③ 
と な る 。. 
⑨② に ⑨③ を 代入 し て 整理 する と 


と な る が 。 ーー キ 0 に 注意 する 必要 が ある . 


( 答 ) 中 心 ち 。 半径 方 - の 円 周 
(た だ し 1 点 0 を 除く ) 


9A4 


726 3$2 複素 数 
捉 素 攻 平 面 上 で . る が 単位 円 |。 5 の 内 部 お よび 周 上 を 
2 5 6 


で SSDNKEDOWTIPTSD に の PS で SRIRTES2FMTOISSREEPTAY が STSS 


| アプ ロー チ フ > B.227 と 同様 に , s の 関係 式 か ら ぁみ の 関係 式 を 導く だ け 
GE 


25 


を は 公民 1 ……… ③① 
を みた す . 
① の も と で は ウー ュー カテ に つい We 倍 0 
5 一 (2ー)< キ 0 の る 
ee 
< 20 二 (2ー9w ② 
を ① に 代入 し て , 分 母 を 払う と 
|5wls|20+(2-ー の | ……… ③ 


と な る . ③ の 両辺 は 0 以上 だ か ら , 両辺 を 2 乗 し て 
整理 する と 
{一 (2 圭一 (2 の) ミミ 25 


| ゅ ゥ ー(2 二 の |s5 
を 得る . 
よっ て , は 中 心 2 十 2 半径 5 の 円 の 内 部 お よ 
び 周 上 ( 左 図 の 斜線 部 分 ) を 動く . ( 答 ) 


[ 注 ] 複素 数 z に 対し て , 複素 数 め を 


4 いま 
7 十 9 ( り 


(2 28, 7,。 9 は 複素 数 の 定数 で 。 29 一 7 キ 0) 

に よっ て 対応 させ る 変換 を 1 次 分 数 変換 と よぶ . 
直線 を 半径 が 無 條 < が 円 また は 直線 上 を 動く と き ,(*) で 定まる 
限 大 の 円 と 考え も や は り 円 また は 直線 上 を 動く こと が 知ら れ て いる . 
る と, 由 は 円 に これ を , 1 次 分 数 変換 に お ける “円 円 対応 ” と いう . 
8222 実際 , B.227 は oe 一 9ー0, 2 ニ ァ ー1 の 場合 で あ 

り , 既に 調べ た 通り 。 々 が (1) の 円 , (2) の 直線 上 を 動 

く と き 。 は 円 上 を 動く . 

また B.228 は g 三 20, 2 一 0, y ニ ー(2 一 ), 9=5 の 

場合 で ある . 


の ーー 
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B. らら 一 


複素 数 る 。 る は る る キ 0, | |l キ 1 | | キ 1 を みた し て い 
る . 0 か ら (7 三 1,。 2) に 向かう 半 直 線上 に | ぇ |:| | テ 1 
を みた す zw:(? 王 1, 2) を と る 。. 

る が 単位 円 |z 々 | 三 1 上 を 動く と き , 次 の (1), (2) を 示せ . 


(1) ーー< テ <ー る ) (7 テ 1。 2) 


る : 


と We ー の 偏 角 は る 々 に よら ず 一 定 で ある 


2 た ENNETO お 0 SWEET 


EEPEPS GOESPSEESIEASSEDSSRSSRR 


[アプ ロー チア <, を 用 いて , : は どの よう に 表 さ れ ま すか ? 
(1) ぬ は 0 か ら る に 向かう 半 直 線上 に あ 


る か ら , 

に ゴル イィ ECCCb ① (7>0) 

と 表 き れる . | ail-| | ニ 1 に 代入 し て @ >0 より 
eS 1 1 | 避 | ニ | 
(の に の きら に より 1 に 注意 . 

を 得る . 

一 方 , 必 詩 M より zz 三 1 ……… ② だ か ら 

2 の 夫 < ニー デー ターー-( テ ー る ) 

と 21 る 1 る 

が 成り 立つ . 

る 5。 702 に 関し て も 同様 で ある . | | 

( 2 ) ①⑪ の 関係 式 を 用 いる と 

(Gー る ) 
ーー る. 怒 一 る を ター る る る 
る ーー る 702 一 る 。 る 一 る 有人 孤 ) 
る 
_ 名 | る | る ター る 
る | 一 < ニー( る ヌー 


と な る 。 これ より 


ター る 2mー る る | ネー ぇ ド P 中 ー 
・ = は 正 数 
aTg 2 た プー arg 守 十 arg 陸生 る 


ー に 
る 2 
9 だ お こ 三 = 
と 21 
は る に よら ず 一 定 で ある . 時 


ーー で 
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複素 数 平面 上 で , ぇ は 0。 1, 1 十 ?, 7 を 頂点 と する 正方 形 
の 周 上 を 1 周 す る . この と き , る の 平方 % ニ タダ が 描く 図形 
を 図示 せよ . 
EEE 生え を = る 家 CERSSSS3 和 8 の お SUNSSRSSMSNSESRESSSS 


| アプ ロー チ > < が 正方 形 の 4 辺 の それ ぞ れ を 動く 場合 に 分 け て , w の 
実数 部 分 と 虚数 部 分 の 関係 を 調べ る こと に な り ま す . 


ター ニャ 77。 の 三 十 7 0 tie… ③① 
(Z, ヶ 。 % の は 実数 ) と お く と き , 
の ニダ ー( ァ 十 27)*ー ッ パー が 十 2z27 
の 5 


(⑪) 。 ュ オ : 


zz 王 マ デー が? 2 三 277 ime ② 
の 関係 が 成り 立つ . 
Gi) を 々 が 0 か ら 1 ま で 動く と き 
0 ミ ァ ミ 1, 一 0 で ある か ら , ② よ り 
z 三 ァ ^ ? 三 0. 
よっ て , 2 デ 0, 0 ミミ 1 で ある 。. 
⑪) る が 1 か ら 1 十 ? まで 動く と き 
ァ ー1, 0 ミッ y ミ 1 で ある か ら , ① よ り 
g ニ 1 一 の ?。 ? 三 22。 


つう ヶ ニ 1ー エ の 0 ミミ 2 で ある 。. 


人 < が 1 十 7 か ら 7 ま で 動く と き 
0 ミ ァ ミ 1,。 ? 王 1 で ある か ら , ① よ り 
Z 三 の 2 三 和 22: 


っ 人 ニテ ゲー1, 0 ミミ o ミ 2 で ある . 


0 る 々 が ? か ら 0 ま で 動く と き 
ァ テ 0, 0 ミッ ミ 1 で ある か ら , ① よ り 
z デ ー の 。 ? 三 0. 
よっ て 。? テ 0。 一 1 ミミ 0 で ある 。 
(1)ー0 を まとめ る と , の 描く 図形 は 
( 答 ) 2 つの 放物線 の 一 部 と 線 分 ( 左 図 の 太線 ) 
で ある 。. 
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キー・ ワ ー ド (A 基 礎 理論 篇 ) 


条件 つき 確率 


確率 の 乗法 定理 


事象 の 独立 ・ 従 属 


独立 試行 と 
確率 の 乗法 公式 


ーーー] 確率 変数 の 平均 (期待 値 ) 


ーー 確率 変数 の 独立 


ーー 確率 変数 の 和 ・ 積 の 平均 


ーー 2 乗 平 均 と 分 散 


ーー 独立 な 確変 数 の 和 の 分 散 | 


2 項 分 布 | 重行 の 確率 分 | 


し | 功 の 平均 ・ 人 | 
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数 学 1 の 確率 で は , 試行 や 事象 と いっ た 基礎 的 な 概念 根元 事象 が すべ て 
同様 に 確か らし い 試 行 に と も な う 様 々 な 事象 の 計算 法 , 一 般 的 な 和 の 公式 , 
さら に , 独立 な 試行 に と も な う 事 象 の 確率 に つい て 学ん だ . これ ら を 受け て 
の 数 学 B の 確率 で は , 条件 つき 確率 と お よび , 確率 変数 が 主題 で ある . 

以下 , 早速 に 条件 付き 確率 の 解説 に 入る が , 数 学 I で 学ん だ 内 容 に 自信 が 
も て な い , あ るい は , 記憶 が あい まい に な っ て いる 読者 は 。 ぜひ,「 大 学 へ の 
数 学 1 ニ ュー アプ ロー チ 」p.124~137 に より 理解 を 深め て ほし い . 


AA. 条件 つき 確率 邊 


本 節 で は まず 具体 例 を も ちい て 「 条 件 つき 確率 」 の 考え 方 に な 
じ も う . 
I. 条件 つき 確率 の 概念 
10 本 の 中 に 2 本 の 当り が 入っ て いる くじ を , 甲 ,。 乙 2 人 が 
この 順 を 引く , と いう 試行 を 考え , 事象 4, 及 を 
用 三 “ 甲 が 当り くじ を 引く ”" 
お 三 “ 万 が 当り くじ を 引く ” 
と お く . 
甲 が 最初 に 引く こと を 考え れ ば , 事象 4 が 起 る 確率 (4) 
は 明らか に 
(4)= テ (引く の が 10 本 中 の 2 本 の 当り くじ で ある 確率 ) 
2 
10 5 
で ある . 一 方 , 乙 が 引く と き に は , 9 本 の くじ が 残っ て いる が , 
その 中 の 当り くじ の 本 数 は , 甲 が 当り くじ を 引い た か , は ずれ 
を 引い た か に よっ て 異な る . 
も し, 甲 が 当り くじ を 引い た と すれ ば , 乙 に 残さ れ た 当り く 


じ は 1 本 だ け だ か ら 乙 が 当り くじ を 引 く 確率 は 年 で ある . ー 


方 。 もし, 甲 が は ずれ を 引い た と すれ ば , 当り くじ は 2 本 残っ 
て いる か ら 乙 が 当り くじ を 引く 確率 は , 甲 が くじ を 引い た 後 
で は , 異な っ て < く る. 

一 般 に , ある 試行 に と も な う 2 つの 事象 A, B に 関し , 事象 
4 が 起こ っ た と し た と き に 事象 の 起こ る 確率 を , 条件 つ 
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き 確率 (4 が 起こ っ た と いう 条件 の も と で の 万 の 起こ る 確率 
の 意味 ) と いい , ア 4( 太 ) で 表す . 


MM 上 の 場合 に は 
4(B お )= そ る 。 (8) ニ 人 の の ① 


条件 つき 確率 を 用 いる と, 4, 万 の 積 事象 4 の 確率 , す な 
わ ち 4, 万 が 共に 起こ る 確率 ア /(4) に 関し て 次 の 定理 が 成 
りか 


確率 の 
定理 ] P(4n ぢ )=P(4)・P,( ぢ 
全局 の 乗法 定理 


2" この 定理 は 
(4 と ぢ が と も に 起こ る 確率 ) 

=(4 の 起こ る 確率 )x(4 が 起こ っ た と し た 場合 の の 起こ る 確率 ) 
で ある と いう こと を 意味 する . 

3? この 公式 を 

(4 ぢ )= ア (4)・ ア ( ぢ ) 
と 誤 ま りや すい が , これ は 一 般 的 に は 成り 立た な い . 後に 述べ る 
よう に , この 等 式 が 成り 立つ の は 4 と ぢ が 独 立 で ある と いう 特別 
な 状況 の も と に お いて だ け で ある 。. 

4* 10 本 の くじ の うち 2 本 の 当り くじ が 入っ て いる くじ 
を , 甲 ,。 乙 の 順に 引く と き , “ 甲 , 乙 と も に 当る 確率 の "を 求め よ 
59 

① の 4, 万 を 用 いれ ば ヵ ア (4 ) で ある . し た が っ て , 乗 

法定 理 に ゆ の 数 値 を 代入 する こと に より 


2=P(4n お =P(4)x 肪 (5) 一 厨 X す ーー 


5* 標本 空間 ぐ が , 等 確率 の 根元 事象 か 
ら な る 試行 に と も な う , 2 つの 事象 4 る , 
人 4, 万 を 考え る . この 場合 , 上 の 定理 NN 
が 成り 立つ こと は 次 の よう に し て わか 
る . 

標本 空間 ぐ の 要素 の 個数 が 右 図 の よ 
う で あう だ た と ずる と 。 


_ 4 どど の 要素 の 個数 221 W テ 十 め 十 
(4 お)ーー で の 要素 の 個数 が 6 
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_ 用 の 要素 の 個数 _ ヵ 十 2 
7( り リー で の 要素 の 個数 


_ 4 の 要素 の 個数 
74( お ) ニ ー の 要素 の 個数 = カカ 


よっ て , (4n) テ ア /(4)・P4( お ) と な る . 
6* ア (4), P(4n) が わか っ て いる 場合 , P ア (4) キ 0 な ら ば , 
上 の 定理 か ら 


条件 つき 
(41 ぢ 
Sa (TO 


[公式 ] 玉 ( ぢ )= 
と し て , 条件 つき 確率 ア ,() が 求め らち れる こと に な る . これ を 発 
展 さ せ た も の が , 原因 を 確率 的 に 推定 する た め の 根 拠 ( ベ イズ の 
定理 ) と し て 用 いら れる 。. 


創作 YY rrB309-B312 


II. 事象 の 独立 と 従属 
数 学 T で は , 独立 な 2 つの 試行 。 72 の それ ぞ れ に と も な 
う 任意 の 事象 4。 ぢ どう し は , 互い に 他方 の 起こ りや すさ に 
影響 を 与え ない こと, そう し て 。, 
ア ( 作 で 4 が 起こ り , 7。 で が 起こ る ) テ ア (4)・ ア ( ぢ ) 
が 成り 立つ こと を 学ん だ . 
実は , 一 つの 試行 に と も な う 2 つの 事象 に つい て も , 一 方 が 
他方 の 起こ りや すさ に 影響 を 与え を る か どう か は 大 事 な 問 題 点 
で ある . 以下 , この 考察 に 進 も う . 
2 つの 事象 4, に つい て , 
4 が 起こ っ た と し た 場合 の の 起こ る 確率 4() 
(単に ) 有 の 起こ る 確率 P( 万 ) 
は 一 般 に は 一 致し な い . 
も し , 4 の 起こ る こと が ぢ の 起こ る 確率 に 何 の 影響 も 与え 
ず に , 


(お =P0) tm ① 
が 成立 する な ら ば , 乗法 定理 か ら 
P(4n ぢ お )=P(4)-P) 0 ……… ② 


が 得 ら れる . 
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[定義 | 2 つの 事象 4, 及 に お いて , 
ア (4T ぢ ) テ ア (4)・P( ぢ ) 
が 成り 立つ と き , 4 と と は 独立 で ある . 


また は 独立 事象 で ある と いう . 
と 万 と が 独立 で な いと き ,。 これ ら は 従属 
で ある , また は 従属 事象 で ある と いう . 


1" 2 つの 事象 4, 万 が 独立 か どう か を 調べ る に は , /(4T 万 ) と 
ア (4)・ ア (万 ) と を 別々 に 計算 し て , 両者 が 等 し いか どう か を 見 れ 
ば よい 、. 

2 つの サイ コロ を 振る 場合 
4 : 奇数 の 目 が 出る . 万 : 2 以下 の 目 が 出る . 
と すれ ば , 4 万 は 「1 の 目 が 出る 」 と いう 事象 を 表す . そし て , 
| 2 1 
RC4 り ーー 8) 7P(4n お = 

で ある か ら , ア (4n 万 )= ア (4)・ ア (万) が 成り 立つ . 

し た が っ て , 4 と 万 と は 独立 事象 で ある こと が わか る . 

例 2 1 つの サイ コロ を 振る 場合 


4 : 奇数 の 目 が 出る . C: 3 以下 の 目 が 出る . 
と すれ ば , 4C は 「1 か 3 の 目 が 出る 」 と いう 事象 を 表し , 
so 拓 半 | 9 王寺 
PC40ー で な テテ ッ の コー か 60600 = 


で ある か ら , ア (4TnC) キ ア P(4)・P(C) で ある . 
し た が っ て , 4 と C と は 従属 事象 で ある . 
2" 4 の ( 空 事象 ) な ら ば , 玉 が どん な 事象 で あっ て も 4 ニテ の 
( 空 事象 ) で ある . 
よっ て , (4)= テ 0, P(4 過 ) ニ 0 と な る . 
し た が っ て , 4 オー の な ら ば , / ア (4 万 )= ア (4)・P() は 成立 
する の で , 
「 空 事象 ゆ は , 他 の 任意 の 事象 と 独立 で ある 」 
こと に な る 。 
3? アア (4) キ 0, P(4) キ 1, P() キ 0, P( 万 ) キ 1 の 場合 に は , 
P(4n ぢ )= ア P(4)・P() …⑦ 
を っ (お )=P() …@⑥ e 全 玉 (4)=ZP(4) …@/ 
ぐう 4() テ (お) … の っ な (2⑳②)= 存 (4)… ぐ 
の 成立 する こと が 導 び か れる . (mg B.304) 
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[ 例 ] 1 つの サイ コロ を 振る 場合 
4 : 奇数 の 目 が 出る . 
万 : 2 以下 の 目 が 出る . 
C : 3 以下 の 目 が 出る . 
と すれ ば , 


7( ぢ ) そ ー ュ ー ア 。( 有 ) だ か ら , 4 と は 独立 で ある 。 


(の = キキ ー な (C) だ か ら 。 4 と C は 独立 で は な い . 


な ど と いえ る こと に な る 。 
4" 上 記 の ⑤G, @'。 の ②, 〇 ⑦′ を 見 れ ば わか る よう に , 2 つの 事象 4, 
万 が 独立 で ある と いう の は , 
「 一 方 の 事象 が 起こ る か どう か が 
他方 の 事象 の 起こ る 確率 に 影響 を 与え を な い 」…… G) 
と いう こと を 意味 する . 
逆 に 。 この よう な 認識 に も と づい て ,。 (4n 万 ) を 求め る の に 
(4n)= テ ア (4)・ ア ( ぢ ) 
を 利用 する こと が ある . その 典型 は 次 節 で 扱う 独立 な 試行 に と も 
な う 事 象 に つい て の 場合 で ある . 
5* 2 つの 事象 4 と ぢ が 独立 で ちあ る な ら ば , つぎ の 各 項 も 成立 する . 
1) 4 の 余 事象 4 と ぢ と は 独立 で ある . 
2) 4 の 余 事 象 4 と ぢ の 余 事 象 と は 独立 で ある . 
(em 誤 " B.304) 


皿 独立 試行 に と も な う 事 象 の 確率 
事象 の 独立 性 を 理解 し た と ころ で , 数 学 I で 学ん だ 試行 の 
独立 性 を 見 な お し て お こう . 


[定理 ] 人 の 。 人 が 独立 な 試行 で あり 。 作 に と も 0 二 3 
な う 任 意 の 事象 を 4, 7? に と も な う 任意 の 事 | 
人 象 を お ぢ と すれ ば 。 4。 は 独立 な 事象 で ある . に 


すなわち , 
(4 ) テ (4)・P( ぢ ) 
が 成り 立つ . 
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1* 高校 レベ ル で は , 2 つの 試行 の 独立 性 は 直観 的 に 判定 し て よい . 
大 学 以後 の レベ ル で は , 試行 の 独立 性 は , 現象 に 対す る モデ ル の 
設定 に か か わる 問題 で ある が , 今 の と ころ 諸君 は 気 に す る 必要 は 
な い . 

26 2 つの サイ コロ , を 同時 に 振る とき, Z を 振る 試 

行 と 2 を 振る 試行 は 独立 で ある. し た が っ て , た と えば 
4: 2 を 1 の 目 が 出る . 万 :5 に 1 の 目 が 出る . 
は た が い に 独 立 な 事象 で ある . ゆえ に “2, の と も に 1 の 目 が 出 
る "確率 は 
(4nーP(4)・P(B) を で ー3。 で ある . 


1 
6 3 
甲 。 乙 2 人 が ジャ ン ケ ン を 5 回 する . この 5 回 と も 引 分 
け に な る 確率 》 を 求め よう . 
各回 の ジャ ン ケ ン は 試行 と し て 独立 で ある と みよ う . そう し 


て 1 回 の ジャ ン ケ ン が 引き 分 け と な る 確率 は 評 で ある . し た 


が っ て , 乗 法 公式 を くり 返し 用 いる こと に より 
5 
ー け - 
3” 数 学 的 に は , 
ぶ ー( の 。 の , 9) を 標本 空間 と する 試行 分 と 
Ss 三 {か , 02 ota > 6) を 標本 空間 と する 試行 7 
と が 独立 で ある と は , 
Ptz。 =P((z ゆ -P(6) Gー1 2 で 1 2 … 


が 成り 立つ こと で ある . 

た だ し ,[g。 ら ] は 分 の 結果 が .。 7? の 結果 が 5, と な る 事象 
を 表し て いる . より 正確 に 言え ば , 2 つの 試行 , 7 を 合せ た 試 
行 が を まず 考え る の で ある . 7 の 標本 空間 ぐ は , 集合 SS 
の 直 積 に ほか な ら ず , 


[2 ム ], [2, ], で rr co 5 [2, の ], 
陣 が | 2o の | や で ぅ > [gs。 の 6, 
[2,, ム ], 具 誠 gg], AA 由 財 未 / 有 | 


の XXz 個 の 要素 か ら 成 っ て いる . すなわち , 分 , 75 の すべ て 
の 根元 事象 を 組み 合せ て 考え た も の が 7 の 根元 事象 で ある . 
の を 全 と 分 の 直 積 試行 と いう こと が ある 。. 

7 の 任意 の 根元 事象 に つい て ② が 成り 立つ と き 試行 作 。 2? は 
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独立 な の で ある . な お , 定理 の ① の 左辺 の 4 は , 7 に と も 
な う 事 象 と みな され て いる の で ある 。. 


公 . 過 確率 変数 M 


数 学 は 現象 の 変化 を 変数 を 用 いて と ら え る . この 変数 と 確率 と が 結 
び つ いた も の が 確率 変数 で ある . 確率 変数 を 用 いて 表現 する こと に よ 
り 確率 的 な 現象 の 解析 に , 微積分 法 な どの 強力 な 武器 が 使え を る の で あ 
る . さら に , 確率 現象 が 時 々 刻々 に 変化 し て いる と き に は , 時 間 変 数 
に も 依存 する 確率 変数 が 登場 する . これ が 確率 過程 と よ ば れる も の で 
あり , 多く の 応用 を 生み 出し な が ら , 数 学 自体 の 進歩 を いま も 刺激 し 
て いる 。. 


例 を あげ て 説明 し よう . サイ コロ を 投げ て , 1 の 目 が 出れ ば 
100 円 の 賞金 が 与え られ , 2 また は 3 の 目 が 出れ ば 200 円 の 賞金 
が 与え られ , 4 以上 の 目 が 出れ ば 300 円 の 賞金 が 与え られ る と 
する . 

この と き , 出る 目 の 数 と 賞金 額 と の 目 の 数 賞金 額 (円 ) 
間 に は , 右 の よう な 対応 が ある . 1 100 

そし て , 賞金 を 々 円 と すれ ば ぱ ば , 


標 思 
は と る 値 が 100, 200, 300 全 / 8 = 200 りら 
で ある よう な 変数 で ある . 間 | 4 合 
また 。 た と えば ぼ ば, ダー200 と いう と と | 5 一 一 池 3 
は , 2 また は 3 の 目 が 出る 事象 を 表し 、 6 ご 
て いる . 


し た が っ て , ズー テ 200 と いう 事象 の 起こ る 確率 を /( ダ = 
200) と 書け ば , P(ー200) ニ す で ある . 


同様 に し て 。 (メー100) 一 た 。 P( ズ ニー300) ニ 全 で ある . 


試行 の 結果 と し て 起 る いろ いろ な 事象 の 確率 が 定まっ て いる 
と する 。 こ の と き , 上 の の よう に ,。 ど の 事象 が 起こ る か に よっ 
て その 値 が 定まる 変数 を (その 試行 に と も な う ) 確率 変数 と い 


テ = 


及 た 


1* 試行 の 結果 は 根元 事象 すなわち 標本 空間 の 点 に よっ て 表 さ れる 
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の で , 確率 変数 と は 標本 空間 で 定義 され た 関数 に 他 な ら な い . 確 
率 関数 と は 言わ な いで 確率 変数 と 言う の は 習慣 に よる . 
2* 確率 変数 を 表す の に , アダ 。 了 。 ク な どの 大 文字 を 用 いる こと が 
多い . 
そし て , 確率 変数 々 の と りう る 値 を 。 。 …… な ど と 対応 す 
る 小文字 で 表す . この と き , 双 の と りう る 値 , ご と に 。 メー ァ , 
と な る 確率 /( メ ー ァ ,) が 定まる . 
3” も う 1 つ 例 を 示し て お と こう 。 
硬貨 を 2 回 投げ る 試行 に お いて , た と えば , 1 回 目 に 表 , 
2 回 目 に 裏 が 出る こと を ( 〇 , X) の よう に 書く こと に すれ ば , こ 
の 試行 の 標本 空間 は 
9 ( つ )。 (OX UK の OK。 2) 


で ある . 

この 試行 で , 表 が 出る 回 数 を ズ と すれ ば , T は 確率 変数 で あ 
る . 
の と りう る 値 は 


0。 1。 必 S マ の 値 確率 

で あっ て , (O. 〇 の 一 - 2 ーー 本 

1 

7P( メ ー0)= オ (4。 =ー=0 

(⑨ 計 の) 

昌 章 二 まり | 

(デニ 1) ニ テ [ で ある . 半 ーー 
還 移 人 
(メニ 2) デ ティ 


4* 確率 変数 の と りう る 値 が 。 上 に あげ た 例 の よう に , と びと び の 
値 で ある と き , この 確率 変数 は 離散 型 確率 変数 で ある と いう . 


ム AS. る 確率 分 布 邊 


一 般 に , 確率 変数 々 の と る 値 が 22152iA229i Sc. っ 2 Py グ /】 で ある 用 き , 
と“ 祥 が: を と る 確率 ” ア ( メ テ ァ :) と の 対応 関係 を 確率 分 
布 と いう . 

1? 確率 分 布 の こと を 単に 分 布 と も いう . 


の 碑 貨 を 2 回 投げ る 試行 に お いて , 表 の 出る 回 数 を と 
すれ ば , ズ は 確率 変数 で あっ て , その と りう る 値 は 0, 1, 2 で あ 


758 $3 確率 分 布 


り 。 が これ ら の 値 を と る 確率 は それ ぞ れ 二 。 き 。 で ある . 
この 対応 関係 を 表 で 示せ ば 


| o 値 0 | 1 | 2 | 計 


芝 着 中 |: | よ 
| (半生 較 2 li 


一 般 に , 確率 変数 々 の と る 値 が +, 2 いこ ン バ > 郊 z で ある と き 。, 
の (ダニー ァ )ー カ : と お け ば , て の 分 布 は 下 の 表 の よう な 確率 分 布 
表 で 表 さ れる . 


3" 100 人 の 生徒 に つい て , むし 歯 の 数 を 調べ て つぎ の 表 
を 得 た と する 。. 


いま , この 100 人 の うち か らく じ に よっ て 1 人 を 選び , その 生 
徒 の な し 歯 の 数 を 々 と する と , は 確率 変数 で あっ て , 
0。1。 2。…… ぅ 9 の 値 を と る . 

た と えば , メー テ 3 と な る 確率 は 。 むし 歯 が 3 本 ある 生徒 が 選ば 
れる 確率 に 等 し く , これ は , むし 歯 が 3 本 ある 生徒 が 全体 の な か 
で 占め る 相対 度数 0.15 に 等 し い . 

すなわち , の 確率 分 布 は , 上 の 100 人 の 生徒 を むし歯 の 数 に 
し た が っ て 階級 に 分 けた と き の 相 対 度 数 分 布 に 一 致す る . 
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AA. 確率 変数 の 平均 (期待 値 ) 引 


[定義 ] 確率 変数 々 の と りう る 値 が 。 み ぁ 
OGKSZ2 の CS コミ) 
か み ー ア (ダー ァ )) (2 デ 1, 2, 
届 30< 縛 詞 の さき 


か 十 Zs の 十 


の と と を , 確率 変数 々 の 平均 また は 期待 値 と い 
ダ 。 


1? 記号 () の ぢ は expectation [期待 。 期待 値 ] の 頭 文 字 で ある . 
の 2 つの 硬貨 を 投げ た と き , 表 の 出る 枚数 を 々 と すれ ば , 
か ー0。 zz 三 1。 7s 三 2 
(c 害 6 


か ー ア (メニ) ニテ カー ア (メー ァ )ー あ かー ア (メー ニナ 


で ある か ら , 

な ( そ )=0・ 1 明 M 5 中 が ) ー1 
つま り , この 確率 変数 の 期待 値 は , 2 つの 硬貨 を 投げ る と いう 
試行 で の , 表 の 出る 枚数 の 期待 値 ( 誤 「 大 学 へ の 数 学 T ニ ュー 
アプ ロー チ 」, p.137) と 合致 し て いる . 

3” ある 試行 に と も な う 確 率 変 数 ダ 、 ただし, ヵ カー ア (ー ァ :) を 考 
える (7 テ 1。 2。 …… , 7). この 試行 を パ 回 行っ た と き , メニ ァ , が 
実現 する 回 数 を /, で あっ た と する . いま パ W 回 の 試行 を 通じ て の 
の 実現 値 の 算術 平均 を sw と お け ば 


と 7 ー あ (a 十 275 十 …… 十 Ys) ーッ r 補填 タダ エイ ーー 十 2 


を 限り な く 大 きく する 極限 で は 。 生か 寺 つ あ …… 


し た が っ て ,。 sy つ か 十 ze の が 十 …… 十 zz の ヵ 三 ど ( 久 )、. 
すなわち , 万 () は の 実現 値 の 平均 の 極限 で ある . “確率 変数 の 
平均 ”" と いう 言い 方 は これ か ら 来 て いる . 
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前 小節 の 例 2 に お いて , むし 歯 の 数 を 表す 確率 変数 の 平 
均 は , 考え て いる 100 人 の 集団 に お ける 1 人 当り 平均 の な むし歯 の 数 
に 一 致す る . 


確率 変数 の 一 次 式 の 平均 多 


一 般 に , を あ 。 …… 。 2 と いう 値 を と る 確率 変数 と 
し , 6 ひら を 定数 と する と き , 
アテ 2Z ダ 十 め 
と お け ば , は Zn 十 2。 2y 十 6。 …… 。 gz 十 ち と いう 値 を と 
る 確率 変数 で ある . 2 キ 0 な ら ば , 
P( アテ Zzr, 十 の ニア (ダテ ァ ,) (2 三 1。 2。…… 。 2) 


で ある か ら , つぎ の 定理 が 成り 立つ . 


[定理 ] 2。 ヵ を 定数 と し て , 確率 変数 ダ ア 。 の 
間 に 


アーZ ダ 十 め 
な る 関係 が あれ ば 
万 ( ア ) テ Z を () 十 5 
CUNVASS (sl 議 C こ コ U 且 0 記 司 2 人 


1” 証明 : 2 キ 0 な ら ぱ ば , 
アテ zz: 十 め を ダテ ァ : 
し た が っ て , ど ( アテ oy, 十 の テア (メー ティ ァ /) 三 カ , で ある か ら 


p( め = め (2z F の P( ニ gz, 十 の 


ー 当 (zz 二 の P( エ ニー ァ ) ニ (gz の か 


ー%z ゆ 23 か 王 Z5()+ の 


2" 上 の 定理 は 2 三 0 の と き に も 成り 立つ . 
この と き は , は の と いう 値 の み を と る こと に な り , ア P( ア = の 
1, 万 () ニ 5 と な る の で 定理 の 主張 は 自明 で ある . 
3” この 定理 の 特別 の 場合 と し て , を が 定数 な ら 
万 () ニ 二戸 (マー ゐ ) 
が 成立 する . を と し て () に 近い と 思わ れる 簡単 な 値 を と る と , 
万 (ダー ゐ ) の 計算 式 に お いて , 正負 の 項 が 打ち 消す な ど し て , 
を (ダー) の 数 値 計算 が /( マ ) の それ より も 楽に な る こと が ある . 
その よう な と き , 上 式 を 利用 し て 万 () の 値 を 求め る の が 
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仮 平均 の 方 法 で あぁ る. 近頃 の よう に , 性 能 の よい 電卓 が 普及 し て 
くる と , この 種 の “計算 技巧 ” の 有難 味 は や や 減っ て くる . 


AS. 局 確率 変数 の 独立 


事象 や 試行 の 独立 性 に 関連 し て , 確率 変数 に つい て も 独立 性 
が 定義 され る . 具体 的 に は , ある 試行 に と も な う 2 つの 確率 変数 
, と が 独 立 で ある と は , 双 。 了 の それ ぞ れ が 指定 され た 値 を 
取る と いう 事象 が 互い に 独立 な こと と 定め る の で ある . 念 の た 
め に 復習 する と , 2 つの 事象 4, が 独立 と は , 

(4 万 ) テ ア (4)・ ア ( ぢ ) 
が 成り 立つ こと で あっ た 。 し た が っ て , 


[定義 | 2 つの 確率 変数 ダ ア 。 が 独立 と は 2 8 
P( メ ニ ァ 。 か つ ーッ ) ニ ア (メニ ァ )・ ア (ーッ) 


が すべ て の (7。 用 に つい て 成立 する こと と で あ 
る 。. 


1* 確率 変数 々 の 値 は 試行 が に と も な っ て 定まり , 一 方 , 確率 変数 
の 値 は 試行 ? に と も な っ て 定まる と する . 2 つの 試行 7。 ぐ が 
独立 な ら ば , 2 つの 確率 変数 ダ , YY は 独立 で ある . 

2* 100 円 硬貨 1 枚 と 10 円 硬貨 2 枚 と を 同時 に 投げ る と 
き , 100 硬貨 の 表 の 出る 枚数 を , 10 円 硬貨 の 表 の 出る 枚数 を 
3 おる と だ と 茨 ( ま 

1 

れ 
で あり , P( メ = テ 0 か つ アテ 1)= テ ア ( テ 0)・ ア P( テ 1) が 成り 立つ . 

同様 に 
P( ダ =? かつ アー ニカ テア ( メ ダテ?・P( 了 テカ 
が ? 三 0, 1 : 7 一 0。 1, 2 の すべ て に つい て 成立 する の で , この 確 
率 変数 ,。 は 独立 で ある . 
も っ と も , 100 円 硬貨 を 投げ る こと と 10 円 硬貨 を 投げ る こと 
は , 試行 と し て 独立 で ある か ら , この 場合 の ダ , 了 が 独立 で ある 
こと は 。 1" に も と づい て 理解 で きる . 
3* 1 2。 …… , 10 が 記さ れ て いる 10 枚 の カー ド か ら 無 作 


(メー0 か つ アー])= エ (メー0) 一 テ , (ヤニ) ニタ 
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為 に 1 枚 を 取出 し た と き の カ ー ド に 記入 され て いる 数 を 双 」。 この 
カー ド を 元 へ 戻さ な いで , 残り の 9 枚 か ら 無 作為 に 1 枚 を 取り 出 
し た と き の カ ー ド に 記入 され て いる 数 を アア と すれ ば , た と えば 
0 ニア (メー1 か つ = テ 1) キ ア (=1)・P( アテ 1) 
と な る の で , この 確率 変数 ,. は 独立 で な い . 
4* [ 例 3 | サイ コロ を 2 回 振る と き , 1 回 目 に 出る 目 の 数 を 世 , 
回 目 に 出る 目 の 数 を ダ 。 と すれ ば , 如 , パ 。 は 独立 で ある . 


公 ).( 避 確率 変数 の 和 ・ 積 の 平均 | 


ある 試行 に つい て , , T 也 が 確率 変数 の と き 


INS】 


クニ アヤ + 

も また 確率 変数 で ある . この と き , つぎ の 定理 が 成り 立つ . 
[定理 1] 2 つの 確率 変数 ダ 。 に 対し て 確率 変数 の 
和 の 平均 


な ( メ 二 ヤ ) ニ を ( え ) 十 (T) 


が 成り 立つ . 


1” [ 例 ] 硬貨 と サイ コロ と を 同時 に 投げ る 試行 に お いて , 硬貨 に 
表 が 出 た ら 1, 裏 が 出 た ら ー1 を 対応 させ る 確率 変数 を 々 と し , 
サイ コロ の 出 た 目 の 数 を と する . クニ メ + の と る 値 は 下 の 
表 の よう に な り , これ は 0 か ら 7 まで の 整数 値 を と る 確率 変数 で 
ある . 


+ クニ メ + ア 
の と る 値 


軸 間 


た と えば , クー3 と は 「 ダ ー1 か つ アテ 2」 ま た は 「 ズ メニ ーー1 か 
つ アー4」 な ど を 考え て , の 確率 分 布 は 下 の ひよ うに な る . 


slzlsli 
2 
12 


に 2 の 32 つ 8G5 
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な (の =0・ 訪 1 7 


一 方 , 


3 と 1 21 
gp(KO ニ ラキ ギ ( ニ りつ 0) (05 本 生 55 


で あっ て , た し か に ( メ オア ) テ ( ダ ) 十 () が 成り 立っ て い 
る . 

2” 上 に あげ た 例 で は , と と は 独立 で ある が , 上 の 定理 は ダ , 
Y が 独立 で あっ て も な く て も 一 般 に 成り 立つ . 


用 傘 その 証明 の 道 す じ に つい て は = B.321 
3” 一般に 


[定理 2] 確率 変数 世 。 や , 生 い (cy の 確率 変数 の 
な ( 知 十 二 …… 十 移 ) 和 の 平均 
ー(G) 十 万 (2) 十 …… 十 万 (G) 


が 成り 立つ . 
確率 変数 の 積 の 平均 に つい て は ,。 つぎ の 定理 が ある . 


[定理 3] 2 つの 確率 変数 ダ 。 が 独立 な ら ば 独立 な 確率 


(メア ) ニ pg(X) な () 


が 成り 立つ . 


1? 証明 の 道 す じ に つい て は eg B.322 
2” 字 , 也 が 独立 で な いな ら ,。 この よう な 等 式 は 成立 する と は 限ら 
KW どく (に 


ニー ニー ニ ニ ニニ ーー ニニ ニ と ュ ニ ニニ ニー ニュー ニュ ニ ニニ = ニニ ニュ ニニ ニニ = ム ニニ ニニ ニニ ニニ ニュ ニニ ニュ ニニ ニニ ニニ ー 


た と えば , サイ コロ を ふっ た と き 出 る 目 を 表す 確率 変数 を そ と お 
け ば , 
21 


g( の = 信 。g(Z の = 守 。 ・ (DP キ pg) 
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AA. グ 分 散 ・ 標 準 偏差 


[定義 1] 確率 変数 々 に 対し て , その 平均 を Mi 
娘 と する と き 。 確率 変数 (メー%w)” の 平均 | 
の こと を , 馬 の 分 散 と いい 。Y( 騙 ) で 表 
5 


すなわち , ダ の と る 値 を 必 。 の, 


yz。 と し , ダニ ァ , と な る 確率 ア /( メ ー ァ :) 
を ヵ , と すれ ば , 


CX)= な (ズー)9= ニ (一) の 。 


た だ し , %% 三 ( 双 ) で ある . 


1 確率 変数 の 分 散 は 確率 分 


ヵ ヵ 布 の ちら ば り の 程度 を 表す 
量 と し て 用 いら れる . 

分 散 は 正 か 0 で ある が , 

分 散 が 小さ いと は ,。 分 布 が 


『 その 平均 の 近く に 集中 し て 
と 


大 きい と は , 分 布 が 幅広 く 
拡がっ て いる こと を 意味 する . 
2? 上 の この 関係 を 明確 に し た も の に 「 チ ェ ビ シェ フ の 定理 」 が あ 


sleli 吊 


が 出る 回 数 ※ の 分 散 を 求め よう . 
その 分 布 は 右 表 の よう に な り > | 


呈 | 中 
NES 
た | 


g 三 () 王 1 で ある か ら 


3 の 。 1 > 1 gs 誠二 地 
Y(%)=(ー1 オ 0 訪 + 二 ー タ 
で ある 。. 
0, 1。 2 と いう 値 を 等 座 率 を で と る よう な 確率 変数 に つ 


いて は , 
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に 2 2 
(の )= テ (1) s+0 9 "テーラ ・ 


これ は 上 の ( 馬 ) より 大 きい . 


[定義 2] 確率 変数 ぶ の 分 散 () の 正 の 平 
方 根 の こと を の 標準 偏差 と いい , [standar 


deviation] 


の (),。 また は go. と いう 記号 で 表す 。 す な 
わ ち 。, 
(5) の あ = ( ダ ) 


「ー い 
o 


の g の o は standard deviation 三 標準 偏差 の 頭 文 字 ぐ に 相当 す 
る ギリ シャ 文字 シグ マ で ある 。. 
[ 例 」 硬貨 を 2 回 投げ る と き , 表 が 出る 回 数 の 標準 偏差 は 


g=/ す =0707 


確率 変数 ぶ の 平均 分散 標準 偏差 の こと を , それ ぞ れ , の 
確率 分 布 の 平均 , 分 散 ・ 標 準 偏差 と も いう . 

確率 分 布 が 具体 的 に 与え られ た と き 。, 分 散 ・ 標 準 偏差 の 数 値 を 
計算 する の は , な か な か 手数 の いる 仕事 で ある . 

そこ で , 計算 の 楽に な る 算法 と か , 計算 ミス を し な い 計 算 様式 
と か いろ いろ 工夫 が な され て きた . 最近 で は , 平均 , 分 散 ・ 標 準 
偏差 が た や すく 計算 で きる 電卓 が 普及 し つつ ある の で , これ ら を 
気 に し な く て も よい よう に な っ た . 


ト う 
o 


1 の) 
o 


- 
o 


[定理 1] 確率 変数 の 平均 万 ()。 分 散 2 乗 平 均 と 
( ズ ) と , ダ * の 平均 互 (2 と の 間 に は , 


分 散 と の 関係 
等 式 

(ダメ)=( え 9ー{Z() 
が 成り 立つ . 


1? 証明 : マ の と る 値 を ヵ ふ 。 yz。 …… 二 の 5 語 2 の り ー の : 
万 ( ダ ) ニ 久 と し て , 


IM( ぷ )= 光 (一 当 (Zeー2r 寺 のり 


= EZ 5 2 2 の ア の : コ 選 の みっ 


「Y 
「Y 
の ! 
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2g7 ( ダ う ), 2 ァ カ ー 2 三 (), カー1 
で ある か ら 
( ダ ) ニ と (マツ ー27・ 十 2 ユー ど ( メ ツー7zz2 
ー( メ ツー(g( ダ ) ド 
2* [ 例 ] 硬貨 を 2 回 投げ る と き の 表 が 出る 回 数 その 分 散 を ③ に よ 


っ て 求め よう . 
な ( ズ )=0・ オ 1- 訪 2 オニ 1 6 
1 1 1 3 の GR) 二 ーー 
2Y 0n2。 2. 2 呈 議 
な (マテ 0 4 下 2 土 2 ルウ 


3 分 散 , 標準 偏差 の 算出 に は , その 定義 式 ① を 直接 用 いる より は , 
公式 つ に よっ て 計算 する 方 が 便利 で ある . 


確率 変数 の 
1 次 式 の 分 散 


[定理 2] z。 2 を 定数 と し て , 確率 変数 ダ , 
Y の 間 に 


アーZ ダ 十 め 
な る 関係 が あれ ば 
( ヤ ) テ ゲ ( 騙 ) 
が 成り 立つ . 


1′ 証明 : ダ の と る 値 を ヵ 。 pp。 …… > (メー ァ リ テカ: と し , 
ズ の 平均 を と す れ ば , A3.4 の 定理 より , 
万 (2 ダ 十 の 2472 士 め 
で ある か ら 


(4X+ の = 吉 ((ez+ の (2w 寺 の ) 


=(2(ーy) あ の (カー ゆー ダ Y() 
2* 標準 偏差 に つい て いえ ば , /(2 ダ + の =| 2 | の /() と な る . 
3? この 定理 と , A3.4 の 定理 と を 結び つけ る と, 


確率 変数 その 標準 偽 差 の (X) が 0 で な いと き , 
アー 万 ( 祥 ) 
の () 


と お け ば , 確率 変数 の 平均 , 分 散 は , それ ぞ れ 
万 ( グ ) テ 0, /( グ ) デ 1 と な る . 


グー 


な お , 上 の 用 を , 確率 変数 ぶ を 標準 化 し て 得 ら れる 確変 数 と 
よぶ こと が ある . 
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独立 な 確率 変 


3] 2 つの 確率 変数 , が 独立 な 
[定理 3] 2 つの 確率 変数 独立 な ら 0 


ば 


( ダ + = テ Y( ダ )+ 了 () 
が 成り 立つ . 


まっ ps 
( メ + アヤ )= テ (や )+ 了 Y( ダ ) 
は 無 条 件 で は 成立 し な い . この 点 で 定理 3 は A3.6 の 定理 1 と 異 
な る . 
2” , 也 が 独立 な ら ば , (メア)=()( 了 と) が 成立 する こと 
を 用 いて , 
( メ + = ぢ (( ダ オア 9 一 {(( ダ オダ 
ー ア (?+2 メ アキ アツ ー{(Z( ダ )+( 
ーg( ズ ウ う 十 27( メ Y) 二 万 (イー 全 () 
ー2 な ( デ ) な (アア)ー(5() ド 
ー( メ ウー{Z( ズ ルト FZ(7 う ー 人 (YE 
十 2(( ダ ジー ぢ () ち () 


= テ Y()+Y( 0 
と 計算 する こと より , 定理 を 示す こと が で きる . 


作 仙 間接 的 な 証明 に つい て は eg B.323 
3” 標準 偏差 を 用 いた 形 で 述べ れ ば , 


2 つの 確率 変数 ダ ア ,、 が 独立 な ら ば 
の x+y ーー の xy“ 十 oy“ 


4′ さら に , 多数 個 の 確率 変数 に 関し .。 つぎ の 公式 が 成立 する . 
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A). 選 2 項 分 布 邊 


数 学 I で 学ん だ 重複 試行 を 確率 変数 の 視点 か ら 見 な お し て お 
癌 ウェ 

重複 試行 
の 定理 


[定理 1] ある 試行 に お いて 事象 の お こる 確 
率 を ヵ , その 余 事象 の お こる 確率 を 7 ニ 1 一 ヵ 
9 旋 の 

この 試行 を 独立 に 回 くり 返す 重複 試行 に 
お いて ,。 事象 / が お こる 回 数 を 巡 と すれ ば , 


ズ ダ の 確率 分 布 は 
(メニ ァ /)= テ 。C の の 


で 与え られ る . 


1" [ 例 ] サイ コロ を 6 回 ふる と き , 1 の 目 が ちょ うど 2 回 出る 確 
率 は 


ーー 
ヵ テ ち > 2 6, ーー 


と お いて 


ro-c⑬(9- 壮 


[定義 ] は 正 の 整数 。 の は 0 く < の < く 1 を みた す 
定数 2 ニキ 1ー ヵ カ と する 。. 
確率 変数 の と る 値 が 0, 1, 2, 
26 


2 項 分 布 


(ダテ 7) デニ 。C め 7 の "7 


で ある と き , この 確率 分 布 の こと を 
確率 p に 対す る 次 数 ヵ の 2 項 分 布 
と いい 。 (2。 の と いう 記号 で 表す . 


1" 2 項 分 布 の 確率 。C み の"" は ( ヵ 十 の )” の 2 項 定理 に よる 展開 式 
zCog の 7 十 Cr が の に" 十 OO 填 。C の 7 の "7 十 aiai の / 
の 第 ( ヶ 十 1) 項 で ある . 
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2 硬貨 を 3 枚 投 げた と き の 表 の 枚数 の 分 布 は , 硬貨 を 
3 回 投げ て 表 の 出る 回 数 の 分 布 と 同一 で 。 2 項 分 布 (3。 0.5) で 
ある . 
ある 地方 で 寄生 虫 卵 保有 者 の 比率 が 36 % で ある と する . 
この 地方 の 50 人 に つい て 調べ る 場合 , 寄生 虫 卵 を 保有 し て いる 
人 数 を 巡 と する と , この 地方 の 人 口 が 十分 大 きく , か つ , 50 人 が 
く じ で 選ば れ た 場合 な ら , の 分 布 は (50, 0.36) と な る で あろ 
ウ 記 

3” 2 項 分 布 に 親しみ を も つた め に , ぢ (z。 の) の 折れ 線 グ ラフ を 例 
の ISG あ So 誠 

サイ コロ を ぁみ 回 振る と き に 1 の 目 の 出 る 回 数 の 分 布 は 
g( ヵ る で ある が , ヵ ー6, 12, 30。 50 の 場合 を 重ね て 図示 する 


と , 下 の よ うに な る 。 


1 ーー 一 を ーー を 4 | ae 
1 29 4 5 6 7 Sn990l23W9I516 訓 1989 


理 2 ? 現 布 (の に し た が う ヘ | て 天仙 の 
数 え の 平均 , お よび 分 散 標準 偏差 は 2 
平 均 太 %)=% 


分 散 ( そ )=z ヵ 2 (2 テニ 1 一 が 
標準 偏差 /( ズ )= テ 772 
3 ラ 及 ウオ リク 


1” 応用 上 重要 な 定理 で ある が , 証明 に は , 準備 ある い は , 技巧 が 
いる . 
と りあ え ず , 結果 を 正しく 使え る こと が 大 切 で あろ う . 
日 本 人 の 血液 型 は 10 人 に 3 人 の 割合 で O 型 で ある . 5 人 
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の 日 本 人 を 抽選 で 選ん だ と き , その うち の 0O 型 の 人 数 を 々 と する 
と , の 分 布 は (5, 0.3) で 

平均 値 =5x 0.3 テ 1.5 

標準 偏差 ニ =Y5X0.3X0.7=y1.05 王 1.02 
で ある 。. 


2* 証明 : まず , 微分 法 を 用 いる 証明 法 を 紹介 する . 
(2。 の に し た が う 確 率 変数 に お いて は , 
み ー ア (メニ の テ 。C の 7 
で ある が , これ を 係数 と する z 次 の 多項式 


(の ニー 寺 か / 寺 あ だ オーー ゲー 4C が の 


7=0 


は 2 項 定理 に よっ て (2 十 が )/" と まとめ る こと が で きる . す な わ 
ち , 


OB20D2 め が の ① 
で ある . ① の 両辺 を 7 で 1 回 , つい で 2 回 微分 する と, 

7(⑰ の = が の "ーー の ② 

ア (⑰⑳=x( ヵ 1 が (が の ""ー ァ ケー みか 2 ③ 
この 両 式 で 特に 7 一 1 と お く と , ヵ 二 g 王 1 で ある か ら 

7Q①= 妙 = 3 ④ 

ア ①=%%-0 ゲ = ァ (7 PL 9) 
確率 変数 の 平均 の 定義 (Egg A3.4) より , ④ か ら 直 ち に 

6:9 ピ p ュ レコ @ 
が 示さ れる . つい で ,。 ③④, ⑤ よ ょ より 

ア ①+ ア (①)= 刀 2(zー10 が 7 み ーg( う 9 …… の 

⑥, ⑦ を , 2 乗 平均 と 分 散 と の 関係 式 
V( デ )=j( ズ ウー(g( ズ ) ポ (em" A3.7) 

に 代入 すれ ば 


()= テ {2z 十 (Zー1) が 一 (2 が)" カー7z が ーz が 1 一 の 22 
また , 標準 偏差 の ( ダ ) は 
の /( ズ )= ソ YY( ダ )= ソ pg 邊 
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3? 別 証 : 確率 変数 台 。 ,。…… 5 譲 20G2RNIBNG 
が (年 …… キ そう) モ p( あ ) 二 万 (や) キ …… キ () …① 
が 成立 し 。 き さら に 。 鉛 。 名 。 …… > そ 。 が 独立 な ら 
(系 二 キ …… 圭 そ ) ニ テア () 二 (5) 十 
が 成り 立つ こと を 利用 する . 
いま 。 穴 :(? 三 1。 2。 …… 。 72) 
の それ ぞ れ が 右 の 分 布 を も つと すれ ば 
万 (,) ニ 1・ ヵ 十 0・7 三 カ | …⑨ 
(ダリ ーー の の ヵ 十 (0 一 の "9 ニテ の の 十 が 2 王 が (の 十 の ー72 
で ある .。 そして, 宙 (? 三 1 2, …… 。 2) が た が い に 独 立 で あっ て , 
ダテ 旭 圭 あめ 土 …… に に ドニ ee 2 の > ④ 
と すれ ば 。 メー ィ ァ と は 
芝 。 称 。…… > マ 。 の うち ヶ 個 の 1, 残り の =0 
と な る こと で ある か ら , この は 2 項 分 布 の (2 ヵ 。 の に し た が う . 
よっ て , ① て ④ よ り 
な (ダメ) か ( ダ ) ニ 27 を うる . 


ーーー 9 お 0 ニニ ーー 
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NEONSRRTSTEMOEESSROSRNOOOSARSISS3SMOSSSSSSNGSR 


サイ コロ を 1 回 振る とき, 偶数 の 目 が 出る 事象 を 万, 素 
数 の 目 が 出る 事象 を , 2 また は 3 の 目 が 出る 事象 を C と 


する . この と き , 戸 と C, 戸 と ビ は それ ぞ れ 独立 で ある か , 
従属 で ある か . 


SS が SSHEJIS202923SESES3 の am ES お MSAEEESDDYCSoREENAESSSEERE 


題 意 より 2 4。 6), 12, 人 5 放 
={2, 3). 
また ,。 衝 ={(2}。 7 だ C= テ {2。 3) で ある . 
サイ コロ の 目 の 出 方 は 全部 で 6 通り だ か ら 
di ! S 夫 2 IN 
P(E) ニ まさ ー テ ッ P(F) ニ ミーテ 7(G) ニ そ ー ミ 


P(En の = そ る 。 PFnG)= そ = 


0 麗 3 
2 の 二 二 に 4 お め 


P(5)・P(⑥)= テ 合 ー す 


P(EnG)=P( ぢ )・P(G) 
(7D・P(G 〇 ニテ 全 る 


P(FG) キ ア P( 戸 ・P(GC) 0 ……… ② 
①, より , 万 と C は 独立 , 戸 と C は 従属 で ある . 


1 回 の 試行 に お いて 起こ る 事象 /, 万 が あり , 


計 P(F) ニ 季 (な U)ー 言 の と き 。 次 の 値 を 求 


(1) P( と Zn (2) P( 戸 各戸) 
(3) P( 万 U 記 ) (4) () 


[アプ ロー チア (1) P( 戸 ),P(), P ア (万 り 刀 ), P( ど 万 ) を 結び 付け る 
公式 を 利用 する . 


(3) P( ロ 万) を 求め 。 同様 の 公式 を 利用 する . 


$3 B 篇 (演習 問題 ) 77 ぅ 3 
了 還 (1) 確率 に 関す る 公式 


P( 万 U が ) 十 P( ど が テア ( ぢ ) 十 ア (7) ……… ① 
か ら , 
P( ど が ニア P() 二 P( 戸 )ーP ア (万 り 刀 ) 
5 
5 
( 2 ) ド ・ モ ル ガ ン の 法則 に よる と , 戸口 ー ニ どり 万 
で ある か ら 


P( 万 品 ) ニ P( 万 U 万 ) 
余 事象 の 確率 公式 に よる と 
ア ( 戸 U り 戸 ) ニ 1 一 (万 U り 万) 


P( 戸 n 戸 )=1- P( ど U) ニ ュー ミー テ 


( 3 ) ① で 戸 の 代り に 戸 と お く と 
P( 戸 り ) 二 P( と 呆 ) ニ P( ぢ ) 十 P( 太 ) ……… (の ② 
CO P(7) ニ 1ー テ ニオ 
アー( ぢ が)U( と nn 戸 ),。 (En7 の (En)= め ゅ 
で ある か ら , 排 反 事象 の 確率 公式 に よる と 

P( 戸 ) ニ P( ぢ 呈 )/ 十 ア ( ぢ 唱 戸 ) 


P(En お =P(j) 一 (gn ニュー オー 


これ ら の 値 を ② に 代入 する と 
P( 選 り 戸 ) ニ /( 研 ) 十 ア ( 戸 ) 一 P( ど 呈 ) 


[解説 |] (3) 解答 で 用 いた 
=( 戸 の)U( と ), (と nn(En 戸 ) テ の 
は , 右 の 図 か ら 直 観 的 に 理解 で きる は ず で ある . 
ほ ら に , これ か ら 得 られ る 公式 
P( 戸 ) ニ P( 戸 が の 十 P( 戸 ) 
は , 確率 の 計算 で は 役立つ こと が 多い . 
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B.303 = 
サイ コロ を 3 回 投げ て , 回 目 に 出 た 目 が 1 か 2 の と き , 
ズ ぇ テー1。 3 か 4 の と き 宙 王 0。 5 か 6 の と き パー1 と し , 

(を 王 1, 2。 3) ニテ 生 十 定 祥 。 と する . 
(1) メー0 と な る 確率 を 求め よ . 
(2) 若 キ 0 と いう 条件 の 下 で ,。 メー0 と な る 確率 を 求め 
よ . 
(3) ニダ 。 と いう 事象 を 4 と し , ダニ メ 。 と いう 事象 を 
0 SN 0 の 2 


6333CESRECSRCKZF つ 1 や AG:50 の EDTA SWATPESEEtc の css8 SNSSEEKN0GAEKIESGCAEEZSn 


OASISEDSTNSOE 


(1) メ = テ 0 と な る の は 順列 所 名, 
が , 0, 0。 0 の 場合 と , 一 1 0, 1 の 並べ 替え と な っ 
て いる 3! 通り の 場合 の いずれ か の と き で ある . ど 


の 順列 に つい て も , それ が 起き る 確率 は (3 で 


ある か ら , 求め る 確率 は 


DE 


(2) 怒 =0 と な る 順列 丸 , 包 ,X。 は 名, 各 の 
値 の と り 方 だ け あ り , それ は 3X3=9 通り . 
条件 な し の 順列 所 。 名 , 。 は 3x3x3= テ 27 通 
り で ある か ら , 妨 キ 0 と な る 順列 刀 , 名 叉 』 は 
27 一 9 三 18 通り ある . この うち , ダニ 0 と な る の は 
計り 09=Uii0MISI. 還 二 山 0s 還 0 呈 に 
の 4 通り ある . ゆえ に 求め る 確率 は 
ア ( 系 キ 0。 ダテ 0)_ 4 .18 2 


ア ( キ 0) 27270 


( 3 ) 私 三 名 を 満た す 順列 は xx (>, テー1, 0, 1) 
の 9 通り , ぷ 。 ニ ダメ 。』 を 満た す 順 列 も 同様 に 9 通り . 
また , ボテ パ 2 テ パ 。 を 満た す 順 列 は 

zzz (> テー1, 0, 1) の 3 通り で ある . 以上 より 


(4)=P( お = 芳 f(4n お = 訪 ー す 


9 
と な る の で 

ア (4)P()= ア (4n ぢ ) 
ゆえ に 4 と は 独立 で ある . 
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B.304 - ーーー ツ … 
2 つの 事象 , 末 に お いて , (万 ) キ 0 と する 。. 
この と き 
( 1 ) P( 戸 ) テ ア ( ぢ )・ ア (7) 
(II) ア z() ニ ア (7) 
20 9 上 ES の 交 こと を 示せ . 


SOOG884979 


93 


(II) = っ (I) の 証明 : 
(①) を 条件 つき 確率 の 乗法 定理 
(万 人)ー の (5)- み (9 。 こう ③① 
に 代入 する と (1 ) を 得る . 
(I) = (TI) の 証明 : 
条件 つき 確率 の 乗法 定理 ① に ( 1 ) を 代入 する と 
/( 太 )・P( が = テア (の)・P(7) 0 ……… の 
仮定 /() キ 0 より ② の 両辺 を ア () で 割る と (II) 
を 得る . 


排 反 事 象 の 確率 公式 に より 
P( 太 =P( と の +P(n7) mt ③ 
P( 記 FC 玉 ) モ 1 0 に "messemt ④ 
は つね に な り た つ . を 用 いる と (1 ) は 
P( 好 )= ニ ア ( ぢ )・P ア (7 が) 二 P( 戸 ) 
と 同値 で あり , さら に ④ よ り , (1 ) は 
( 1 2) P( 万 n 刀 テア (万 )・ ア () 
と 同値 で ある . 
ア ( 万 ) キ 0, すなわち ア ( 戸 ) キ 1 で あれ ば , 本 間 の 結果 より (1 7) は 
(IL) =) 
と 同値 で ある . さら に , これ は 
( 由 ) 存 ( が = テア:(7) 
と も 同値 で ある . (証明 せよ !) 
以上 まとめ る と , 事象 と が 独立 で ちあ る か どう か を 調べ る に は , 
ア ( 戸 ) キ 0, ア ( 戸 ) キ 1 の と き は , (1 ), (1 , (TL), (IL, () の いずれ 
を 調べ て も よい の で ある 。. 
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2 つの 点 P,。Q が yzy 平面 上 を 独立 に 動く 。 1 秒 ご と に , 
点 P は 確率 で < 座標 だ けが 1 増加 する 点 に 。 確率 今 で 
ヵ 両 座標 が 1 増加 する 点 に 進み , 点 Q は 確率 十 で > 座標 
だ けが 1 減少 する 点 に 。 確率 信 で ヶ 座 標 だ けが 1 増加 する 


点 に 進む . 初め に P は (0, 0) に , Q は (5, 0) に ある も の と 
し , 3 秒 後に , 点 P, Q の 座標 が 一 致す る 事象 を 4, ヶ 座 
標 が 一 致す る 事象 を と する . 4 と 万 は 独立 で ある と いえ 


NBCUONSSSSSEDGZUEGSGSSDSSSSSN 
[アプ ロー チア どの よう な 事象 の 確率 を 求め れ ば よい で し ょ うか ? 


(4)・P()= ア (4 ぢ ) の 成立 する こと が 
4 と 万 が 独立 で ある こと の 定義 で ある か ら , 
P(4), ア (), (4 ぢ ) を 調べ る . 

(4) : 3 秒 後 の P の zz 座標 は 3 で ある か ら , 4 
が 起こ る の は , Q が 3 回 の うち 2 回 z 座 標 を 1 減少 
する 方 向 に 動く 場合 で ある . よっ て 

2 
mero(3)(9-8 

ア ( 万 ) : P,Q の 2 座標 は 0, 1, 2, 3 の いずれ か で 
ある . 3 秒 後 P。Q の ? ヵ 座標 が と も に ん (0 ミミ 3) 
で ある 事象 を お 。 と する と , その 確率 は , P と Q が 
互い に 独立 に 動く か ら 


eo=ect3 (5) tcr(③⑲③ 
で ある . 及 。 及 。 万 。 有 。 は 互い に 排 反 で あり , 


アテ 。U ぢ 」U 太り U 太 。 で ある か ら 
ア ( 万 )= ア (。) 十 (万) 十 ア ( 万) 十 (3) 


⑬)T③ 
Mjiau) 


_245 
729 
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(4n ぢ ) : 4 が 起こ る と き Q の ? ヶ 座標 は 1 で あ 
る か ら , 万 も 起こ る た め に は P の ? ヵ 座標 が 1 で ある 
こと と が 必要 十分 で ある . いい か える と 4 が 起 
こる の は , 3 秒 後 の P, Q の 座標 が と も に (3, 1) と 
な る と き で あり , これ は , P。 Q と も に 3 回 の うち 1 
回 ヶ 座 標 が 1 増加 する 方 向 に 進む . と いう 事象 で あ 
る . よっ て , その 確率 は 


40 の (3 *G(3 人) 


81 


と な る 。 
以上 より 
P(4n) キ ア (4)・P( ぢ ) 
が わか る . すなわち , 4 と 万 は 独立 で な い . 


ア (4) キ 0 は 明らか だ か ら , 

ア (4 万 )= ア (4)・P( ぢ ) 
の 代わ り に 

(万 )= テ 4( ぢ ) 
を 調べ て も よい . 

事象 4 は 3 秒 後に Q が (3, 1) に いる と いう 事象 で あり , この 下 で ぢ 

が 起こ る 条件 つき 確率 は , ア が (3, 1) に いる 事象 C の 確率 で ある . (4 
=4 和 C で ある が , A は 点 Q の 動き 方 の み , C は 点 P の 動き 方 の 
み で 表現 され る 事象 な の で , A と C は 独立 , よっ て 
(P()= ニ )P4(C)= ニ ア (C) と な る の で ある .) ど (C) は 


の OmGA3 り る 


と た だ ち に 求まる . 
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B.306 一 一 一 


の の 2 


1 の 袋 に は 赤玉 3 個 , 白玉 4 個 , II の 袋 に は 赤玉 5 個 , 白 


玉 2 個 が 入っ 


て いる . 1I の 袋 か ら 1 個 を 取り 出し て , II の 袋 


に 入れ , よく 混ぜ て か ら 1 個 を 取り 出る と き , それ が 白玉 で 
あろ 春吉 を 水 必 


EC 


4nC, PC 際 また , 4TC と ぢ n ロ C は 互い に 排 反 で ある か ら 
で は 1 から 取り P( 〇 = ニア P(4nO)+P(BnC) 。 ……… ① 
出す 玉 の 色 が 異 。 4 万 が 起こ っ た と き , II の 袋 に は それ ぞ れ , 赤 
コバ 玉 6 個 , 白玉 2 個 : 赤玉 5 個 。 白玉 3 個 が 入っ て い 
る か ら , この と き 白 玉 を 取り 出す 確率 万 (O), 
万 (C) は それ ぞ れ 
に ル 
KC) ニ SE) 
OK 
(の = ュー ョ の 
乗法 定理 と ② よ り 
ここ で は , 約 分 。 0 
人 。 7(4nO)= テ (4)・P,(C) 7'8'56 ③ 
Z(Bn の =P( ぢ )・P( 〇 = を - さ ー 評 0 ④ 
③, 0 和 P 
=S」12_18_ 9 


No 


NEGRMNM 和 IGESSEORSRENWONGMSSIESSNRDTSRSSGS5 05ESMaEBSRRSRS 


「 1 の 袋 か ら 赤玉 , 白玉 を 取り 出す 」 事 象 を 
それ ぞ れ 4, . 
また ,「TII の 袋 か ら 白 玉 を 取り 出す 」 事象 を ど と す 
る . 
事象 C が 起こ る の は 
4C「 1 の 袋 か ら 赤 玉 , 次 に II の 袋 か ら 白 玉 を と 
り 出 す 」, 
各 ど 「 [の 袋 か ら 白 玉 , 次 に II の 袋 か ら 白 玉 を と 
り 出 す 」 
の いずれ か の 場合 に 限ら れる. つま り , 
C=(4nO)U(gO). 


0 中 6086 >28 
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B. ヨ 0 フ 一 


SGSSSRARSREOYOSSSEESESSS 


SS9 和 次 名 HHESRGRSSSSSSSNNSN5 


4 の 箱 に は 赤玉 1 個 。 青玉 2 個 。 白玉 3 個 が 入っ て いる . 
ぢ の 箱 に は 10 本 の クジ が 入っ て いて , その うち 3 本 が 当り 
クジ で ある . 4 の 箱 か ら 1 個 の 球 を 取り , それ が 赤 で あれ 
ば 同時 に 3 本 , 青 で あれ ば 同時 に 2 本 , 白 で あれ ば 1 本 の ク 


ジ を ぢ の 箱 か ら 引 ける も の と する . 
1) ちょ うど 1 本 当る 確率 を 求め よ . 
(2) 少な く と も 1 本 当る 確率 を 求め よ 


[アプ ロー チア (2) 「 少 な く と も ……」 の 確率 を 求め る と き に は ,。 余 事 


象 の 確率 か ら 求 め る の が 定石 で す . 
隊 還 4 の 逢 か ら 取 り 出 し た 1 個 の 球 の 色 が i) 
赤 。 i) 青 , ii) 自 で ある 確率 は それぞれ 訪 。 93 


で ある . 
(1) i), ii) 近 ) の も と で , ぢ の 箱 か ら ク ジ を 3 
本 , 2 本, 1 本 引く こと に な る が , ちょ うど 1 本 だ 
けが 当る 確率 は , それ ぞ れ , 

sCi・7C。 _ 21 3sCi7C ュ 7 3C 才 3 


10Cs 40” ioCs 15 iQ 間 軸 0 
で ある 。. 

i), ), 山 ) は 互い に 排 反 で ある か ら , 求め る 確 
率 は 


LN 2 7 9 Nm 


6 40 6 15 6 10 720 
(2) 事象 「 少 な く て も 1 本 当る 」 の 余 事象 「 は ず 
れ ク ジ ば か り を 引く 」 の 確率 を 。 まず 計算 する 
1 )。 ii)。 授 ) の も と と で , は ずれ クジ ば か り を 引 
< 確率 は ,。 それ ぞ れ 


Cs 24) joC。 15) joC」 10 


で ある . i ), ), 志 ) は 互い に 排 反 で ある か ら 。 は 
ずれ クジ ば か り を 引く < 確率 は 

1 7 2 7 .3 7 133 

8 2' 6 15 6 1680 


8 率 は 1-B3_107 
よっ て , 求め る 確率 は 1 ユー ミサ ー340 


6' 6 


条件 つき 確率 の 

乗法 定理 を 暗黙 
の うち に 使用 し 
て いる . 
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B.308 一 


隔 昌 E ジ 2 CPP 2780 由 博紀 
イ 15 匹 が いる . この 池 か ら 一 匹 収 り 出 し た ら , 朱色 の 魚 で 
あっ た . NT WPSND 


RSERERRSSGRSSRSS 


了 攻 還 朱色 の 魚 ( ヒ ブナ , ヒ ゴ イ ) は 全部 で 25 匹 ぃ 
て , その うち フナ (ヒデ プ ブナ) は 10 匹 で ある . よっ て 
求め る 確率 は 

10_2 


25 5 
[解説 | 取り 出し た 一 匹 が .「 フ ナ で ある 」 事 象 を ,「 朱 色 の 魚 で あ 
る 」 事象 を と する . 求め て いる 確率 は ,「 朱 色 の 魚 で ある こと が わか 
っ た と き に , それ が フナ で ある 」 と いう 確率 , つま り 条 件 つき 確率 
ア :( 戸 ) で ある . 乗法 定理 に よる と , P( ぢ ロロ ) ニ ア ( 刀 )・ ど (万 )……(*) 
で あり , ア ( ど 生 )。 P( が ) は それ ぞ れ 取り 出し た 一 匹 が 「 ヒ ブナ で あ 
る 」「 朱 色 の 魚 で ある 」 確 率 を 表す か ら , 


216『 


P(7)= 佐 = す 


ど と なる 


97 も あっ 


を 得る . 
この よう に し て 答え を 導き 出す こと も で きる . 


外見 が 同じ 15 個 の 箱 が あり 。 この うち 10 箱 に は 白玉 だ 
け 6 個 , 残り の 5 箱 に は 白玉 4 個 と 赤玉 2 個 が 入っ て いる . 
いま , 1 箱 を 任意 に 選び その 中 か ら 2 個 の 玉 を 取り 出し た 
と ころ , 2 個 と も 白玉 で あっ た . この 箱 に 赤玉 が 入っ て いな 
の 0 の 


[アプ ロー チ フ 条件 つき 確率 の 乗法 定理 

P(4n ぢ )=P(4)P,( ぢ ) 
より , P(4n ぢ ), P(4), (お ) の うち 2 つが わか る と , 残り の 1 つも 
わか り ま す . 
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事象 4, ,C を 
4「 白 玉 だ けが 入っ て いる 箱 を 選ぶ 」 
万 「 白 玉 , 赤玉 が 入っ て いる 箱 を 選ぶ 」 
C「 取 出し た 2 個 の 玉 が いずれ も 白玉 で ある 」 


と する 。. 
求め る 確率 は ,「 事 象 じ が 起こ っ た も と で , 4 が 時 間 的 に は , C 
起こ る 」 と いう 条件 つき 確率 (4) で ある . は 4 より あと に 
条件 つき 確率 の 乗法 定理 か ら 起こ る 事象 で は 
唱 還 Cs.K20。 の 2 人 
で ある か ら ,。 ア (4 の )。 P(C) が わか る と , の WS 
(4) は 求まる . So 


事象 が 起こ る の は , 白玉 だ け の 箱 を 選び , 白玉 
2 個 を 取り 出す か また は , 白玉 , 赤玉 の 箱 を 選び , 
白玉 2 個 を 取り 出す か の いずれ か の 場合 に 限ら れる . 
つま り , C=(4nO)U(gnO) 


6 
10.6Cz_2 
7P(4nC)= (42)- 太 (の = 生 う 5 
きま AA 
P( 品 C)= ア ( ぢ )・ 万 (C) 5'。C。 15 
の 4nC と gnC 
7P(C)= テ P(4nC) 二 ア ( ぢ ー+ 訪 = 
OCS 5 5. は 排 反 で ある か 
以上 の 結果 を ① に 代入 する と ら , 排 反 事象 の 
確率 公式 が 成り 


4 5 
3 j の 2 (4)= ニ を 


RA 


[解説 2 結 全 NKK 
求め て いる 確率 は 辻 一 を 」 と 答え て は 。 この 問題 の 意味 を 全く 理解 


し て いな いこ と に な る 。 

この 問題 で は , “取り 出し た 2 個 の 玉 が いずれ も 白玉 で あっ た ” と い 
う 情 報 の お か げ で , 選ん だ 箱 に 関し て より 良い 判定 材料 が 得 ら れる こ 
と が わか る . つま り 。 単に 15 箱 か ら 1 箱 選 ん だ と き 。 そ れ に 赤玉 が 入 
っ て いな い 確 率 は 念 で ある が , 上 の 情報 の ちと で は 。 その 確率 は 


まで 高まる の で ある 。. 
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B. ヨ 10 一 - 」 
ある 事件 の 芝 判 で 。 証人 A と B は , その 事件 が 起き た , と 
いい 。 証人 C は 起こ ら な か っ た , と 述べ た . 

いま , 証人 AB, C が 真実 を 述べ る 確率 が 。 それ ぞ れ 

ちち で ある な ら ば 。 事件 は 実際 に 起き た と 結論 すべ き 


か . 


55m2kiSesaezfsrsh 


証言 が ザ 行わ れる 前 の 段階 で , 事件 が 起こ っ た 確率 が どの 
くら いと 考え られ て いた か が 問題 と な り ま す . 証言 が あっ た と いう 条 
件 下 で , その 確率 が どう 変わ る で し ょ うか . 


EE お ETTETE き ERg2N2ONOXNS2SHRIN 沿 GSRSSSANDZ 


事件 が 起き る と いう 事象 を で 表し , その 確 
率 ア () を の と お く . 

また ,「A と B が 事件 は 起き た と 証言 し , C が 事件 
は 起き な か っ た と 証言 する 」 と いう 事象 を ん で 表す 
こと に する . 上 の 証言 の 下 で 事件 が 起き た 確率 は 
性 ( 婦 ) と 考え られ る . 


より 
ア P(/)=P( 刀 ) 二 P( だ nn の) 
= テア ( 選 ) (/) 二 ア ( 刀 ) Pz( か ) 


= 3953 SN5 


BR 
pc の Rn の 


_P(K) pk の) 
(の ) 
を 


4 
315 「s15? 
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9 
20 まめ 
で ある 。. 
事件 が 起き た と 結論 すべ き な の は , これ が 
SG の まり 計 - 
な (の ーー っ うう あー の 


より , 事件 の 起き た 確率 を の と する と き 
p ン > 合 な ら ば 事件 は 起き た 


p ぐ 言 な ら ば 事件 は 起き な か っ た 
と 結論 すべ き で ある . 


研 冠 上 の 論法 は , P( 万 ), Pr(7)。 (と ) が わか っ て いる な ら , 
万 ( 刀 ) が 求まる , と いう も の で ある . 
より 一 般 に , 全 事 象 (一 標本 空間 全体 ) を 9 と し ,。 Q が 互い に 排 反 な 
事象 友 。 玉 。 …… , 。 の 和 と な っ て いる と する . 事象 4 に 対し , 4 
は 互い に 排 反 な 事象 4 所 , 4 玉 , …… 。 4 万, の 和 に な っ て いる 
の で 
P(4)= ア (4n 互 ) 寺 P(4n 記 ) り キー…… 寺 上 P(4n ち ) 


家 
P(4n ぢ )= ア ( 厄 ) (4) 
で ある か ら 
4( 万,) ニ の 
は 
0 2 


7(g) gi(4) 二 (お) (4) オ …… オ ア (g) Ps(4) | 


と 表 さ れる (ベイ ズ の 定理 )、 P( 玉 (4) が わか れ ば ア (( ぢ /) も 求 
まる の で ある . 
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に 時 11 CSKAEOARNSSSBSRERSRONRDRNGESREIOSRSOSSRSRN SN 


赤玉 3 個 と 白玉 5 個 が 入っ て いる 袋 が ある . この 袋 か ら 
玉 を 1 個 取り 出し ,。 その 色 の いか ん に か か わら ず 白 玉 1 個 
を この 袋 へ 入れ る と いう 操作 を 操り 返す . 

2 回 目 ま で に 少な く と も 1 回 は 赤玉 が 取り 出さ れ た こと 
が わか っ て いる と き , 3 回目 に 赤玉 が 取り 出さ れる 確率 を 
求め よ . 


SEEENESRESR2NPIANYASERRR02A235 522GREANON22RSUDBUROROMAESEONNSNOENES お GRGR3SAS2SNS 


2 回 目 ま で に 少な く と も 1 回 は 赤玉 が 取り 出 
され る と いう 事象 を 4, 3 回 目 に 赤玉 が 取り 出さ れ 
る と いう 事象 を で 表す こと に する . 求め る 確率 は 
条件 付き 確率 (お ) で あり , これ は 


4( ぢ ) ーー 


に よっ て 求め られ る . 

まず ア (4) を 求め る . 事象 4 は , 2 回 玉 を 取り 
だ し た 結果 が ああ , あ , @ 鶴 の いずれ か と な る 場 
合 で ある . その 確率 は それ ぞ れ 


3、2 
3.6_38 
碗 名 GSG す ^ 64 
革 k 9 9 還 5 
本 トー 

で ある か ら , 
6 18 1580 
人 4ー 誠 14 164 64 


次 に P(4n 万 ) を 求め る . 事象 4 お は 3 回 玉 
を 取り 出し た 結果 が 稼 あ , ああ , 錠 の い ず 
れ か と な る 場合 で ある . よっ て 

ア (4「)= ア ( び あ )+ ア (@ 人 @ あ ) ア (@ 珍 紀 ) 

9 Al 80 2 5.8 


9 9 9 の 7890088 
2 98 
512 64 


以上 より , 
ミー 
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B. ヨ 1 =- 
ある 工作 機械 が 故障 し た 日 の 翌日 再び 故障 する 確率 は 


NNSINMSNUINNARRNSRRSNSaGgieSss 


SRI3SSS2BHSSNGE 


改 障 し な か っ た 日 の 翌日 再び 故障 し な い 確 率 は テ で ある し 


いう . 今日 , この 機械 は 故障 し た . 4 日後 この 機械 が 故障 す 
る 確率 を 求め よ . 


RCCT ど NE2e2E っ AFPSCGHEtSTF3ESIePCEFSEYSYGP な YESESEGSNSTEEEEEEEPETS 


ある 日 に 故障 する 確率 は 前 日 の 状態 に よっ て 定まる と 
考え ます . 「 4 日 後 」 と いう 具体 的 な 日 に お ける 確率 を 問う て いま す 
が , 「 z 日 後 」「 ヵ 十 1 日 後 」 を 先 に 考え る 必要 が あり ます . 


了 医 還 z 日 後に 故障 する と いう 事象 を 万 。 で 表す こ 
3 大 31 軸 議 き (2 才 信 


ア ( お 店 ) ニ P(g』 利 玉生 ) 二 (お お) 3 排 反 事象 の 確率 公式 
= テア (。)P。( お 。) 十 (お 。) gz( お 』) 3 条件 付き 確率 の 乗法 公式 
で ある が , 問題 文中 の 条件 より 
Pa(Br)ー ュ (万 )= テ 
で ある か ら 
(Bs)=P(g) 含 +0ーP(g め )-(1ー) 4 5)ーIーP5) 
ア 坊 (お 。) ニ 1 ユー ア 志 ( 太 ) 
UN 0 
三江 ア ( 太 ) 十 2 ① 
と な る . 
源 化 式 や を P()ー1 の 下 で 解く . の 9/ 
① は ア ( 刀 ぉ )。 ア ( 万 。) と 求め 
9 1 3 る に し て も ① は 用 意 せ ね 
P(Bn)ー テ ー ー を (P(B り 一 す ) ば な る まい . 
と 変形 で きる の で 
7(B)ー テ ー( を) (PCB)ー 2 ) 
ゆえ に 
Ce0- お (用 
で ある . と くに ヵ 三 4 の と き 


ro- れ (8 


44 
7 
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低い 方 か ら 順に 0。 1, 2。 3。 …… と 通し 番号 の つい た 階段 
を , サイ コロ を 繰り 返し 振り な が ら 次 の 規則 : 

1 5 の いずれ か の 目 が 出 た 場合 は 1 つ 上 の 段 に 立つ 

6 の 目 が 出 た 場合 は 2 つ 上 の 段 に 立つ 

< 従っ て 登る ちの と する . 最初 は 0 番 の 段 に 立っ て いる も 
の と し , 何 度 か サイ コロ を 振っ た 後 で z 番 の 段 に 立つ 確率 
2 PC な お , 1 KG 


SYS 本 RTESRcR2SG3 き sg 


| アプ ロー チア 「z 十 2 番目 の 段 に 立つ の は z 番 目 の 段 か ら 2 段 上 が る 
か z 十 1 番目 の 段 か ら 1 段 上 が る か の いずれ か の 場合 で ある か ら , 


sn 二 全 か DO ① 
が 成り 立つ 」 と いう 考え も あり ます が , 


2 番目 の 段 に 立つ こと な く 通 過す る と いう 事 
象 は 1 か , で あり , また この 事象 は , 

z 一 1 番 の 段 に 立ち か つ そ の 後 一 度 に 2 つ 上 の 段 に 
立つ と いう 事象 で も ある か ら 


1ー か 一 計っ OO (⑨) 
が 成立 する . これ を 変形 する と 


か ー タ テー ー を (あっ ー タ ) 


と な り , 
ぁ - テ (すり (ゆー ジー スーザ 
So 
HH が 
どの 


研究 | 一 般 に か ょ 2 王 の の か ょ ュ 十 8 の な る 三 項 間 洒 化 式 は ge 十 ー1 の と 
き , が xs 十 2xmー が の 2。 と 変形 で きる の で 
みみ as 十 8 の ュー か カ 十 め 。 ( 十 め テ …… ) 


な る 二 項 間 鶴 化 式 に 選 元 され る . (本 問 は ge で 。 g 一 で の 場合 ) 
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B.314 一 一 ーー 

平面 上 に 正四 面体 が 置い て ある . 平面 と 接し て いる 面 の 

3 辺 の 1 つ を 任意 に 選び , これ を 軸 と し て 正四 面体 を た お 

す . 回 の 操作 の 後に , 最初 に 平面 に 接し て いた 面 が 再び 平 
面 と 接する 確率 を 求め よ . 


RRBISSB5DESSSGESSNASM2 


[ 克 プ ロー チ ツ 最初 に 平面 と 接し て いた 面 に 関す る 確率 だ け で な く 他 
の 3 面 に 関す る 同様 の 確率 を 同時 に 考え ます . 


隔 還 最初 に 平面 と 接し て いた 面 を 4, 他 の 3 面 を 
それ ぞ れ 万 , C, の と 文字 を 振り あて て お く . 

2 回 の 操作 の 後に , 面 4 が 平面 と 接する 確率 を Z, 
と お く . 面 , C, り に つい て 同様 の 確率 を それ ぞ 
れれ 中 の 66 の と お * く 5 

Z 十 1 回 の 操作 で 面 4 が 平面 に 接する の は ヵ 回 の 
操作 後に , 面 ア ,。 C。 の の いずれ か が 平面 に 接し て 
いた 場合 で ある . また , 接する 面 が 一 回 の 操作 で 他 
の 3 面 に 代わ る 確率 は , 3 面 そ れ ぞ れ 等 し く 


言 で ある . ボ な SG 

の mー 人 すさ の 二 全 の CO ① 
が 成り た つ . の ヵ 十 の 十 十 みみ テ 1 を 考え て 
① よ ょ り 

の nmー テ (1ー) つい つつ ②) 
と な る . ②⑨ は , 


ず 0 (aw- オ ) 
7 十 1 4 3 4 4 
と 変形 する こと に よっ て 


(りり 


と な り , ao 三 1 を 考え 合わ せる と 最初 は 4 が 平面 
ァ カー に 接し て いる 。. 
va に 108 


これ が 求め る 確率 で ある . 
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円 周 上 に , 右 回 り の 順 で 3 点 A,B,C が 
あり , 円 周 に 沿っ て これ ら の 点 の 上 を 右 回 
り に 進む も の と する . 1 つの サイ コロ を 投 
げ て , 偶数 の 目 が 出れ ば その 数 だ け 進 み , 奇 
数 な ら ば 1 つ 進む 試行 を 繰り 返す . 初め A 
に いて ,。 z 回 の 試行 の 後 で 4 に いる 確率 を 
か , 万 に いる 確率 を の 。 C に いる 確率 を ん 
と し て , 次 の 問い に 答え よ . 

(1) 記 を -i(z 生 2) で 表せ . 

(2) が が z。 が zo が 2 を 求め よ . 

(1) 1 回 の 試行 で 進む 距離 1, 2, 4。 6 の い 
ずれ か で あり , その 確率 は ,。 それ ぞ れ 
eS 
20 中 GHIG 
で ある 。. 
回 目 の 試行 後に 点 が 4 に いる の は 
2 一] 回 目 に A に いて , 次 に 6 移動 
2 一 1 回 目 に B に いて , 次 に 2 移動 
一] 回 目 に に に つい て , 次 に 1 また は 4 移動 
する 場合 で ある . 
RCC5 


B 


Bl 半 RM 
カー 6 の ュ 6 み -+( 9 ia 6 ) ぁ : 


ー で (あっ 十 の z- ュ 十 の 0 二 訪 な 


か 十 み 十 太 三 1 欠 ー す テコ 
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( 2 ) (①) と 同様 に 考え て , また は 円 を 120"。240" 

回 転 き せ て 。 A, B, C を 入替 えた と 見 な すこ と より , 
の ーー で + テ - な ーー テコ 

を 得る . ゆえ に , 


が sz 三 


本 CME 


ーー 語 -n 
れ は 数 列 {( ヵ s。) の 河 化 式 で ある . 


7 5 に 8 (Ac ) 
と 変形 し ,。 1 と 考え 合せ る と 最初 は 4 に いる 。 


6 
1 
Sie 6 「 2 ) 
6 
7 


ちこ) は ) 
= すす ) 3) 
と が る 。 
同様 に し て 


ws すこ (5 (あーす) 
が な り た つ 
hh 
0 1 
ムー うー すう (で タテ) 
4 
ょ り Am ニー を (s) 
WSNA 
し 2] 
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B. コ 1B 
2 個 の 白 球 の 入っ た 袋 A と 1 個 の 白 球 と 2 個 赤 球 の 入っ 
た 袋 B が ある . 袋 A か ら 無 作為 に 1 個 の 球 を 取り 出し て 袋 
B に 入れ , 続い て 袋 B か ら 無 作為 に 1 個 の 球 を 取り 出し て 
袋 ん 人 に 入れ る . これ を 1 回 の 操作 と 数 える. この 操作 を ヶ 回 
繰り 返し た と き , 袋 A の 中 が 赤 球 2 個 と な る 確率 を み 。 袋 
A の 中 が 赤 球 1 個 。 白 球 1 個 と な る 確率 を gz(z 三 1, 2, 3, 


EGRRSSRSRIERREBN 人 RIDINBEEESRPONNRNNSINRNNNSRNNSES 


(1) か , の を 求め よ . 
(2) カ ,。 の z を カ ,- ュ 。 の ヵ ー1 で 表せ . 
(3) の カ z。 の を 求め よ 


DGPNODEDOANIIIGOIEOEDOP の DP 


SRASSSE 


SARSIIGMNRRS2 半 NRN 


人 


隊 還 (1) 1 回 の 操作 で A の 赤 球 が 0 個 か らい き 
な り 2 個 に な る こと は な い .。 すなわち 。, 


カテ 0 io ① 
で ある . 
また , 1 回 目 の 操作 後に A の 赤 球 が 1 個 と な る の 
は 
A86 --.⑨ Be@@ 一 宅 4A@@ 
確率 1 確率 っ 
4 
と な る 場合 で ある か ら , 
2 
の ー1 メ テーラ 


( 2 ) ヶ ヵ 回 目 の 操作 で A の 赤 球 が 2 個 と な る の は 


A@ の ーー Be@66 一 A@ 
年 
未 
A@@ 一堂 Be@66 一 A@@ 
2 5 
の 2 つの 場合 だ か ら 
み ー オ 1 コト エ "の コ 


ー オ の すさ の PPPPPFCPD ⑫) 
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Z 回 目 の 操作 で A の 赤 球 が 1 個 と な る の は 
A@ あ ーー Be@@@ 一 下 A@@ 


の ⑳ ノン B@ あ 人 @⑤、、@ 
5 


2 ^B 員 人 人 @⑮ 名 
A@ 借 人 B あ の 人 @⑤ 是 た 5)) 
4 
の 4 つの 場合 だ か ら 


理 。 1 
6 語 及 1 あう 2 3 4 ぁ )a 
+ オ 10ー あ ュー の -) 


Jo 避 6 
選 ォ の ュ 十 8 の ヵ - ュ 十 p 


( 3 ) ②-ー⑧ を 考え る と 


に 
か 一 の 三 2 


み ニ が + テ (1, 223。 ーー ) 3、aieoi ④ 

これ を ⑨② に 代入 する と 
本 dl は 
17 
ーー が t。 
8870rFT6 


が 


2 靖 計 1 6 の 
9 
これ を ④ に 代入 する と 


mb 
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晶 . 1 フロ mm emm mm 
1 つの サイ コロ を ヶ z 回 ふる . ん 回目 (を ミ z) に 出 た 目 の 数 
を 3 で 割っ た 余り を 叉 , と し , 確率 変数 妃 を 
竹生 ・……… 叉 。 で 定め る . 
(1) 移 三 2? と な る 確率 を 求め よ . 
(2) 必 の 期待 値 を 求め よ . 


KERSRESREOIEG2 


了 散 還 (1) 宛 . の と りう る 値 は 0, 1, 2 で あり , ま 
た , そ ,。 が それ ら の 値 を 取る 確率 は (を に よら ず ) 
ア ( え メニ 0) ニ ア (1)= ニ ア P( 叉 , 王 2) 
2 生き 8 


で ある . 

確率 変数 Y%* 三 双 ・。・X3。・ そ ・X。 が 23 と いう 値 を 
と る と いう こと は , 順列 (G。 2。 。 多 。 ) が 
(1, 1, 2, 2, 2) の 並べ か え で 得 ら れる . と いう こと 
で ある . 

各 順 列 の 得 ら れる 確率 は どの 順列 も 


で あり , また 順列 の 種類 は 


2 つの 1 を 
並べ る 場所 の 人 saーaT 通り 
選び 方 の 総数 


ある . ゆえ に 求め る 確率 は 

5! Ne 

res 
(2) 衝 の と りう る 値 は 0. また は 2((0 ミ 7 ミ z) 
で ある . 必 が 値 2? を と る 確率 を (1) と 同様 の 方 法 で 
求め る と 

な 
2C( 計 ) 


と な る の で ,。 忌 , の 期待 値 は 
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ぢ (2-f( 台 =29 < 吉 王 0 と な る 確率 
は 考え な く て 済む . 
= は き ) azC2 
= 生 ) G+ る ロー タ Cg 
3 如 
| 


と な る 。 


研究 A 篇 で 2 つの 確率 変数 々 ,Y が 独立 で ある こと の 定義 な ら び 
に , その よう な 確率 変数 の 期待 値 に 関し , 
(アヤ)= テ ぢ ( ダ ) ち () 

が な り た つこ と を 説明 し た . 

3 つ 以 上 の 確率 変数 ダ ,、 ,。…… > 乙 に 関し て 。 こ れ ら が 独立 で あ 
る こと を 

いか な る 値 *。 2。 …… > る に 対し て も 

ア P( ダ テニ ァ か つ アテ か つ 。 …… グー タ る ) 

テア (ダー テッ ァ )・P( テッ)………・ ア (グティ) 

が つね に 成立 する . 
こと と し て 定義 むす る の は 自然 で ある (どう し て か ?). 

の 

万 (メア be きる ク )=() と ( 5 湊 は っ 万 () 

が 成立 する こと が 容易 に 確 め られ る . 

本 問 に お いて , 生 , …… > そ 。 は 上 の 意味 で 独立 で ある . 各 , に 対 
匠 


な (X/) ニ 3 ※1 十 は ※2 十 3 x0 


3 
三 1 
で ある か ら , 上 で 述べ た 結果 を 用 いる と 
を ( 衝 ) ニ 1 


は た だ ち に 導 か れる . 
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ci 黒い 玉 2 個 。 袋 有 の 中 に は 白い 玉 
3 個 , 緑 の 玉 2 個 が 入っ て い ぃ いる. 4 か ら 玉 を 2 個 同 時 に 取 
り 出 し た と き の 赤 い 玉 の 個数 を ダ 。 ぢ から 玉 を 2 個 同 時 に 
取り 出し た と き の 緑 の 玉 の 個数 を と する . 次 の 問い に 答 
に 
(1) の 平均 と 分 散 を 求め よ . 
(2) グ クニ デ 十 3T と お く . 密 の 平均 と 分 散 を 求め よ . 
分 散 の 値 を 求め る に は 。 定義 に 戻っ て 計算 する より , 
A3.7 の 定理 を 用 いて み ま し ょ う . 
(1) の と り 得 る 値 は ダニ 0, 1, 2 で あ 
り , メー ん と な る 確率 は 
3C ょ 2C2- ん 
5 し > 


BR4902RNSSE 


ア ( ダ テニ = (を 0, 1, 2) 


で 与え られ る の で , 左 の よう な 確率 分 布 が 得 ら れる . 
ゆえ に , て の 平均 ぢ () は 


9 0 

万 () ニ 1・ や 12 "05 
さら に , 

2 二 12。 ON 

(メー テ 1<・ 2 10 5 


で ある か ら , 2 () は 
A3.7 定理 1 参 ( マ )=p( ペ 9ー{Z( ダ ) 


ー す ー( 計 一 
RA 25 


( 2 ) 也 の と り 得 る 値 は 0。1, 2 で あり , ヤー/ と 
な る 確率 は , 


0 1 2 ア P( テカ の = 


3 6 1 | で 与え られ る の で 左 の よう な 確率 分 布 が 得 ら れる . 
ゆえ に , の 平均 , 分 散 は 


4 
( )= 1 12ー 紀 


5 し rsC2-/ 
2 (/ テ 0, 員 2) 
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(の =p(Y ア ツー{(( る A3.7 定理 1 
6 
=(Wx 才 TPxT す 2 大)-( 人 ) 
0 
誠 25 25 
と な る 。 


ゆえ に , グ テ ダ 十 3Y の 平均 は 
万 ( ク ) テ ( 祥 ) 十 37(T) 


全 O 記 人 う 人 まり : 
本 5 


(2)=( ダ )+ 了 (3) 立 
テル ( ダ ) 十 3*( 忌 ) 


科 = 
25 5 


+3% 計 
注意 欄外 で 注意 し た 「 と 3 也 は 独立 」 は , も ちろ ん ,。 4 か ら 2 個 
玉 を と る 試行 と から 2 個 玉 を と る 試行 と が 独立 で ある , と いう 当然 
の 事実 か ら の 帰結 で ある . 

と が 独立 な ら ば (メオ T) を 求め ある の に と それ ぞ れ の 確 
率 分 布 ほ を わか れ ば よい (特に 公式 ル (+ ア )= テ Y(( ダ ) キ 了 ( 務 ) が 
成立 する ) が , ダ , が 独立 で な い 場 合 は , ズ , T が 標本 空間 上 の い 
か な る 関数 で ある か (すなわち 各 根 元 事象 に いか な る 値 が 対応 する か ) 
と いう 点 ま で 立ち 戻ら ね ば な ら な い . 
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サイ コロ を 投げ て , 1,2。 3。 4 の いずれ か の 目 が 出る と, 
点 P は 数 値 線上 を 十 1 だ け 進 み 。5,。 6 の いずれ か が 出る と , 
ー1 だ け 進 む . この と き , 次 の 問い に 答え よ . 
(1) 原点 か ら 出 発し ,z 回 投げ た と き , 点 P の 位置 マ の と 
りう る 値 を 求め よ . 

(2) 原点 か ら 出 発し , 5 回 投げ た と き , 点 P の 位置 が 十 3 
で ある 確率 を 求め よ . 

(3) ー 全 エケ と お く と き , ヵ 回 投げ た と き の 了 の 期待 
値 , 分 散 を 求め よ . 

(4) ヵ 回 投げ た と き の ズ の 期待 値 , 分 散 を 求め よ . 
SINNOPRSNNMENDDOOHYSROOORSOROEOENNSNRRSINAINMINROGDBBSOESIEHDGNSRORRNIGOSADSSSMM3 提 時 
[アプ ロー チア 回 の うち 十 1 の 方 向 へ 回, 一 1 の 方 向 へ ( ヵ ー) 回 進 
むと , ア の 座標 は ? 

( 1) サイ コロ を 1 回 投げ る と いう 試行 に お 
いて , 1,。 2。3, 4 の いずれ か の 目 が 出る , すなわち 
P が 十 1 進む と いう 事象 を ,。 5,。 6 の いずれ か の 目 
が 出る , すなわち P が ー-1 進む と いう 事象 を で 表 
す . 


P(7)= 


82SRONS2INISSSR 


DNSNEESSSEG3R8N3AISEERSRRSE 


4 _2 
6 


Ao の = を 


で ある . 

P の 位置 は ヵ 回 の うち 何 回 が 起こ っ た か で 決 
まる . 万 が 回 (0 ミ zSz) 起 こり, 万 が (zz 一 ん 回 
起こ っ た と き , は 

ん 一 (z 一 2 を 一 

で ある . 
ゆえ に X ぶ の と りう る 値 は 
2 一 7 (0 ミミ ヵ ) 

で ある 。. 
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(2) 5 回 投げ て 点 P の 位置 が 十 3 と いう こと は , 
万 が 4 回 。 が 1 回 起こ っ た と いう こと と で ある か 亡 2 を 一 5= テ 3 
ら ,。 求め る 確率 は 


C(3)= 


( 3 ) が 回, 玉 が (一 め ) 回 起こ る と き , 也 の 


値 は プー キタ ー ル で ある . し た が っ て 


PIG9 


と な る 。 これ は が 2 項 分 布 ( ヵ す ) に 従う こと 


を 意味 し て いる . 
ゆえ に , 求め る 期待 値 は 


( の = 
また , 分 散 は 


(4 ) ダテ 2 アーz より 


な ( ズ )= ニ 2p( ア )ー ーー ーー ユカ 
(タダ ) ニ (2 アー め 
= テ 4( 忌 ) 
8 


当 
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|  B.320 か ら B.324 まで は A 篇 で 述べ る に と ど め た 定理 の 証明 を : 
: 行なう . 理論 的 に は 重要 な も の ば か り で ある . 高校 数 学 の 学習 と 
し て は 解答 を 読ん で 理解 出来 れん ば 十分 で あろ う . 


OPROERESISISRRESSSSSRSBSRRSSW 


日 . う 3 どど 口 = 8 PC お 5 ネ H 板 KCNSK2KSSES お LGS 
確率 変数 と は , 標本 空間 上 の 関数 の こと で あっ た . 
( mg A3.2) 
根元 事象 eg,。@, …, e, より な る 標本 空間 U 上 の 確率 変数 ア 
の 平均 /() に 対し , 次 が な り た つこ と を 示せ . 
() な ( え )=% え (e) 7(e) 
(2) U が 互い に 排 反 な 事象 太 。 …, 。 の 和 と な っ て お り , 
し か も , 各 万 (1 ミ 7 ミ 7) が 起こ る と , 確率 変数 々 は 一 
の 値 *, を 取る と き 


7 の)ー 2E ガ 2 の 


SMAKSAONONSEAKDANNNAKSSR42DSOPSYCURS7N 人 NRNEOAHSU05RNRGRSRKTY 


0050SNRREOMUNESZRIETSSREESSSB2SS 


( 1) の 取る 値 を ヵ 。 ze。 …。 7r と する . 
そし て , 根元 事象 全体 @。 @, …e, を 
(eg) ニャ と な る 根元 事 介 e 全体 


1 細 2122 SS > の 1.Ai 
(e) ニ xs と な る 根元 事象 e 全体 
CC202 下 2.270H28 ぅ 2.Az 


1 が 証 ら 29 が NE > と Zr 
に 区 別 す る と 
ア ( ダ テニ ァ ) テ アア (es) 十 cp 硫 (ei y。) 
ア ( ダ テッ ァ s) テ ア (@) 十 …… 填 ア (gz) 
ア ( ダ ティ ァ /) テ ア (eg) 十 …… + ア (er,y,) 
で ある . これ を 確率 変数 の 平均 の 定義 
ど ( ズ )=zrP( メ ニ z) 


に 代入 する と 
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万 ( ダ ) テ xi【P(gJ 十 …… キア (ei)) 
記 zys( ア ( @s) 二 ……… ョ 上 ア (ex)) 
as Zr( ア (eri) 十 eg + ア (ez y,)) 
= ィ (gi) 十 ここ ィ 十 i/( ei.p,) 
+zP(g) 十 …… 十 z ア (ez) 
十 zr/P(er) 十 GO 十 zr/(ez.x。) 
=ー ズ (gi) (gg) 十 地 (gi。) (gy) 
土 (esi) (ei) 十 …… 圭 (es。) (eg. ) 
填 双 (er) (ei) 二 Ag 封 (gr) ア (er.y,) 
= X(e/) P(e) 
と な る 。 血 
(2) 根元 事象 全体 @, …… > を 
万 に 属す る 根元 事象 @) の 9 の 
> に 属す る 根元 事象 @ 2 3 gs 
ぢ 。 に 属す る 根元 事象 の っ の の 2 の 
に 区 分 する と , 1) よ り 
() テ テ 」 ア (りり 十 OL 十 」 ア ( 人 の) 
填 *s ア (ee りり 十 …… 十 *。 (ee) 
+ る (0 り 十 …… に の 記 M2( つ ge) 
テ タ i( ア (りり 土 fis 填 (g1 の )) 放 ぞ 」。 デ 2。 … 
十 s(P(eg9 十 …… 填 ア (ez②)) を くく り 出 し た 
十 *(P(e0 二 …… + ア (gz)) 
テア (万 」) 十 *s/( 5) 十 …… 填 ぶ ぁ P( 太 。) 


ア ュ 
当 あ g) 邊 


[ 注 ] 確率 変数 の 平均 /( マ ) と は (1) の よう に 確率 と いう 重み つき の 


平均 の こと で ある (等 確率 な ら ば 普通 の 平均 で ある ). 


(2) は 1) の 一 般 化 で ある . すなわち (2) に お いて 三 {gi)。 万 (ge)。 …, 


(1), (2) と も に 意味 を 考え れ ば 成立 は 明らか で あろ う . 
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BB. 1 
え , 也 を 確率 変数 と する . 
が ( メ + の = な ( ダ )+ が (の ) 


SOONSSSSSSSSNS 要 


本 lo 
[アプ ロー チッ > A3.6 で 述べ た 定理 の 証明 で す . 前 問 B.320 の 結果 を 用 
いる と わか りや すい で し ょ う . 


の と る 値 を Eoua 二 の 
の と る 値 を Eco > 2 の 


これ ら 。 は と し , 事象 「 ダ =ー ァ , か つ アテ 」 を 
互い に 排 反 で , 区 (1 ミ ? ミ 7。 1 ミ 7 ミ 7z) で 表す こと に する . 事象 。 が 
和 は 全 事 集 と な 起き た と き , 確率 変数 マ 。 ア 。 メ + ア は それ ぞ れ , 


や Zs の > が 十 多 と いう 一 定 の 値 を 取る の で , 前 問 (2) 
より 
当 は 1S7 ミ 計 (ダメ + の = ジ (な : 填 ) (お) 
1=7 ネ ん を み ー タ zi 7( ぢ お め 十 み ( ぢ お 
た すす べ て の 組 ーー ニー 
(。 に つ ぃ て ーg( ダ ) 十 が (Y) を zz(g) 
= と な る . し s な 2 
足す こと を 意味 と な る . 中 ニ pg 
する 。 7 
ーッ:・ ア (ダー ァ ,) 
ダ , 也 は , 根元 事象 e。 …… ,。 gz より な る 標 
本 空間 上 で 定義 され た 関数 で ある と すれ ば 前 問 (1) よ 


り 
な ( メ + の = 人 (の + Y(@)) Pe) 


= 当 メ (@)P(@+ 当 Y( の (の 


ー( 々 ) 十 万 () 
と な る . 時 
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そ , 也 を 確率 変数 と する 


と 也 が 独立 な ら ば 
(メア )=() ぢ (T) 
が な り た つこ と を 導 け . 


A 3.6 で 述べ た 定理 の 証明 で す . や は り , B.320 の 結果 を 
用 いる と わか りや すい で し ょ う . 


了 散 還 その と る 値 を …… 5 2 
T ダ の と る 値 を 編 。 …… > の これ ら 4, は 
と し , 事象 「 メ = ニッ:」 を 4, = 互い に だ 排 反 で , 
事象 「 ア ー ム 」 を 万 和 は 全 事 象 と な 
事象 「 メ ー ァ >, か つ アニ め 」 を Cg 人 の 8 
で 表す こと に する (17, 1S ミ 7 ミ が 、. 2 
と 也 が 独立 で ある か ら 
ア (C ヵ テア (4。) ア ( ぢ )) 
が な り た つ . これ より , B.320 (2) の 結果 を 用 いる と 
の る の に みっ P メ / ア (Cg = B.320 (2) 
ー タ の の ア (4,) P(/) 人 と T は 独立 . 


lstp4)(wPg)| 上 4 提 


erP(49)23(wf(g| の 9 き ナ 


2 の 前 に 出し た . 


=| tsrp(49) [tg mpg| する Pe ft は 


7 に よら な い の 
ー テ と () () 2 


くり HH だ 。 


と な る .。 時 
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と 也 を 確率 変数 と する . 
と 也 が 独立 な ら ば , 分 散 に 関し 
(メキ や ) テ Y( ダ ) 十 必 (T) 
が な り た つこ と を 導 け . 
[アプ ブローチ A3.7 に お いて 。 ( ズ )= ニ (ズー{(( ダ ) 
を 用 いた 証明 を 紹介 し まし た . ここ で は , この 公式 を 経由 し な い 方 法 
で 証明 し ます . 


ENDSEESS2SIS の STSHDSEEEOESMN 990NNNSSS OWNIRRSRRRREONGTSn 28090SSRRRNSSONRNSNmg7 


の と る 値 を ヵ 。…… 5 の 
の と る 値 を 。 …… > の z 
と し , 事象 「 メ ダテ ァ ,」 を 4, 事象 「 ア ーッ 」 を 戸 : 


MD SS 
9 。 で 天 す こと に ずる (前 問 と 同様 )、 この と き 
ぁ な し て Ba320 。 (ば オ すわ 


の 2) を 用 いた 。 ” 三 (zz 十 ーg( メ オア アア (Cy 
えと は 独立 匠 王 史 (zz が ( ダ ) 十 (ーg(T)F が (4) 7( ぢ お) 
呈 半 ( ァ : 一 万 ()/ (4。) ア ( ぢ )) 
{ を 展開 区 +2 2 が ( そ )( み ー が ( 1 め )) P(4。) ( ぢ )) 

ie 2 ( ゅ ー な (TP(4) ア ( ぢ )) 

=1ze--gYYP(4) 有 Hg))| 
+ 引 (CD) (4 州 @-K の )E(g)]| 
+] PC40 人 2(%- 覆 の PB …… (*) 

5 る ア (,) 三 1, 2 (x: 一 ( 騙 )) P(4。) 

= y: ア (4 リー( 宛 ) 5 ア (4:) ニ テア ( ダ )ー ぢ ( ダ )=0 


Rch 
(*)=( ッ (XP(4) 


+23( ぁ ー が (PP(B) 


= テ Y( ダ ) 十 (1) 
と な る 。 時 
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日 . うど 4 ES 
確率 変数 の 平均 を , 標準 偏差 を c と する . o キ 0 な ら 
ば , 任意 の 正 数 え 4 に 対 し て 


(| メー|<4) ミ 1 一 二 


_ が 成立 する こ と (チェ ビシ ェ フ の 定 剖 ) を が せ 。 


ERRORES 放 HERO8RRERSODESSRNGz 


RAR 


YESTescs 


確率 変数 の と る 値 を zz。 …… 
ア ( メ ー ァ リー と する .。 いま 。 
| 一 | く 4 を みた す ? 全体 を 4 
|z, 一 | ミ 47 を みた す 7 全体 を 
で 表す こと に する . 
標準 偏差 の 定義 より 


〆 ニ (メー が あー) が る ター+ 
また , 集合 お の 定義 より の 史 の 部 分 を 
る (ー) ゆ (4 の ゆー(4 の "2 が 捨て て いる の で 
上 2 つの 不等式 より る . (は 
2 1 1 に 属す る ? 全体 
0 に わた る 和 を 表 
直 2 つ か す ) 
(デー タ | く 4 の = ニダ か る 4 ミ 1 の 場合 は 
語 ご の > 
ーー2 み a1ー ユ 1 一 吉 き 0 だ カ 
ビ ら 内 容 の な い 
(トリ ヴィ アル な ) 
不等式 に な っ て 
し まう . 
7 王 4o と お く と 定理 は 
の * 


ア (| ペー | く の =1 一 評 


と 書き か えら れる . これ は o が 0 に 近い ほど が 平均 双 に 近い 値 を と 
る 確率 が 大 きい , と いう 標準 偏差 の も つ 意 味 を 表し て いる . どん な 確 
率 変 数 に 対し て も 成立 する と いう 一 般 性 の 高い 不等式 で ある が , 欄外 
注 で も 述べ た よう に 少々 荒っぽい . 具体 的 な 確率 変数 に 対す る 応用 よ 
り も 上 で 述べ た よう に 理論 的 応用 に 用 いら れる 不等式 で ある . 別 の 応 
用 (大 数 の 法則 の 証明 ) は sw デ B.514 


ク 0 ダ タ 


eos 
奇跡 の 人 


「 奇 跡 の 人 」 と いう 映画 を 見 た こと が あり ます か ? 光 と 

音 と 声 を 生後 問 も な く 和 失っ た 少女 へ ヘレン ・ ケ ラー が 家庭 教師 
サリ ヴァ ン 先 生 の 必死 の 努力 で つい に 言語 を 獲得 する と いう 
実話 に 基づい た 映画 で す . 水 を か ぶり な が ら , それ に 水 と い 
う 名 前 が ある こと を 初め て 理解 し た 少女 と 先生 が , て の ひら 
と 指 で W-A-T-E-R の 5 文字 を 何 回 も 何 回 も く 叫ぶ > と い 
う ラ スト シー ン が 感動 的 で し た .「 も の に は 名 前 が ある 」 と い 
うこ と を 理解 し た 瞬間 で す . 三重 苦 を 背負 っ て 言葉 を 知ら ず 
「 獣 の よう に 」 生 き て きた 少女 が その 見 えな い 眼 を 輝 か せ , 
「 外 界 を 理解 する 」 と いう こと の 深い 喜び を 描い た 名 作 で し 
7 

日 本 語 を 知っ て いる 人 が 英語 を 学ぶ こと は 比較 的 簡単 で す 
が , 言葉 を まっ た く 知 ら な い 人 が 言葉 を 修得 する こと は , 論 
理 的 に 不可 能 な こと で は な いで し ょ うか ? し か し 私 達 は 生 
まれ て 僅か な 期間 に この 不思議 な 学習 に 成功 し ます . これ は 
奇跡 的 と いう べき で し ょ う . 目 と 耳 と 声 の 助け が ある と いう 
こと は この 奇跡 が 少し 楽に な る と いう に 過ぎ な いよ うに 思わ 
れ ま す . 

私 達 は 。 と も すれ ば 理解 する と いう こと を 平凡 な こと の よ 
うに 思い が ち で す が , 新しい 大 き な 理 解 に は つね に この よう 
な 奇跡 的 な 飛躍 が ある と いう こと を 忘れ る べき で は あり ませ 
ん 。 私 達 は いつ も 苦労 し な が ら , 新しい W-A-T-E-R の 叫 
び を 求め て 生き て いる の で し ょ う ね . 

と ころ で 「 奇 跡 の 人 」( 原 題 は “miracle worker”), 見 て い 
な い 人 は 是非 見 て くだ さい 、. 


| | 8 4 算 洪 と コン ピュ ー タ | 


数 学 B の 「 算 法 と コン ピュ ー タ 」 で は 

ア ) コン ピュ ー タ の 機能 

イ ) いろ いろ な 人 算法 の プロ グラ ム 
を 学ば こと に な っ て いる が 。 数 学 A の 「 計 算 と コン ピュ ー タ 」 と 
の 区 別 は , 明確 で な い . 指導 要領 の 解説 表 で さえ プロ グラ ム の 長 
さや 複雑 き に 応じ て , 「 数 学 A」, 「 数 学 B」 に 分 類 さ れる べき で 
ある と いう , 「 基 本 方 針 」 を 述べ る に 留まっ て いる . 採用 する 言 
語 す ら 特 定 で き な い ,。 と いう 状況 下 で は , これ 以上 詳し く 明 確 化 
する こと は 誰 に と っ て も で き な い 相談 だ ろう . 

個々 の 数 学 用 語 の 採 香 に まで 口 を 出す , 極め て 統制 色 の 強い 
我国 の 数 学 の 指導 要領 の 中 に あっ て , コン ピュ ー タ を めぐ る 文 
部 省 の この 対応 は 異例 で ある が , この 結果 と し て 生ずる 教科 書 ・ 
参考 書 の 多様 性 は , 高校 現場 で の コン ピュ ー タ 忌避 に , 格好 の 口 
実 を 与え を る こと に 違い な い . 

し か し , 高い 目標 を 掲げ て 日 々 , 研 緒 し て いる 読者 の 中 に は , 
コン ピュ ー タ に 関し て も 検定 教科 書 の 枠 を 超え て 勉強 する 意欲 
を も つ 人 が 数 多く いる こと を 信じ , 本 書 で は 以下 , 「 大 学 へ の 数 
学 A ニ ュー アプ ロー チ 」 で 扱わ な か っ た グラ フィ クス を 利用 し 
た 数 学 の 直観 的 理解 ( 2 次 関数 , 三角 関数 ), 反復 計算 に よる 近似 
値 の 計算 な ど を 中 心 と する コン ピュ ー タ ・ プ ログ ラム の 例 を 載せ 
る . 

「 ユ ー ク リッ ド の 互 除法 」 や 「 素 数 」,「 素 因数 分 解 」 な どの “ 整 


数 も の ", 「 ロ 2 二 3 キ … キ ター テ ( カ 1」 な どの 数 列 も の に つい 


て は , すでに 「 大 学 へ の 数 学 人 ニュ ー ア プロ ー チ 」 で 扱っ て いる 
の SC と RS で は 扱 条 な VO 
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AL. ] BASIC の 基本 用 語 >*. ステ ー ト メン ト ) 


「 数 学ん 人 」 で は , 我国 の パソ コン 市 場 に お いて , 特に パー ソナ 
ル ユ ー ザ に 対し て 圧倒 的 に 高い シェ ア を 有 し て きた NEC 製 の 
パソ コン PC98 シリ ー ズ 用 の “日 本 語 N88BASIC" に 準拠 し て 
プロ グラ ム の 解説 を 行なっ た が ,DOS 上 の N88 DISK BASIC 
は , 標準 装備 で は な く , 別途 購入 し な けれ ば な ら な い 製 品 で ある 
こと , この 古典 的 な BASIC より 造 か に 高 機能 な Quick BASIC 
が , 英語 版 の DOS に は 標準 添付 され る よう に な っ て いる こと , 
な どか ら , N88 DISK BASIC に 固 封 する の は , 教育 的 に も , パ 
ソコ ン 市 場 の 論理 か ら も ナン セン ス で ある こと , さら に ,。 ここ と 数 
年 日 本 IBM の 開発 し た バイ リン ガル ( ニ ヶ 国語 ) DOS, 日 本 語 
DOS/V が 急速 に 普及 し つつ ある こと , …… を 考え て , 本 書 「 大 
学 へ の 数 学 B ニ ュー アプ ロー チ 」 で は 。 木田 祐司 先生 (立教 大 学 
教授 ) が 開発 し , 無料 で その 利用 を 開放 し て いる U-BASIC 86 
に 沿っ て 解説 を 行なう こと と に し た . 

この U-BASIC は , 他 の 多く の フリ ー ウ ェ ア (無料 で 利用 す 
る こと を 作者 が 認め , 公開 し て いる ソフ トウ ェ ア ) と 同様 。 極め 
て 高 性 能 な も の で あり , 多 倍 長 の 整数 計算 ( 何 桁 の 整数 で も , 近 
似 値 で は な く , メモ リ が 許す 限り 正確 な 値 で 処理 する ) を 始め , 
「 本 家 」 の 有料 ソフ ト に な い 優 れ た 能力 を そなえ た 高 機能 
BASIC イ ンタ ー プ リタ で ある . し か も , 基 細 な 違い を 除い て , 
N88 DISK BASIC と も 文法 は 。 同じ で ある . 本 書 の 読者 に は , 
木田 先生 の 御 了 承 を 得 て 。 フロ ッ ピ ー デ ィ ス ク で U-BASIC 
(PC98 版 , DOS/V 版 , FMR 版 ) を 頒布 する . (別紙 参照 ) 

初め に , 「 大 学 へ の 数 学 人 ニュー アプ ロー チ 」 で も 人 触れ た , 
BASIC の 基本 術語 を 確認 し て お こう . 


IT. ファ イル 関係 
]oad …… プロ グラ ム を メモ リ に 読み 込む . 
LOAD "SUURETSU 
SaVe ……… メモ リ に ある プロ グラ ム を ディ スク に 書き 込む 
(保存 ). 
SAVE "GRAPH. UEB* 
SAVE "GRAPH.UB',' だ 
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(後者 で は , ファ イル が MS-DOS の アス キー 形 
式 で 保存 され る . な お , N88 BASIC で は 
SAVE ' GRAPH.BAS' , A と する .) 
list …… メモ リ に ある プロ グラ ム を 画面 に 表示 する . 
LIST -200 
( 行 番号 200 まで を 表示 する .) 
LIST -100 
( 行 番号 100 以下 を 表示 する . ) 
edit …… メモ リ 上 の プロ グラ ム を 修正 する た め に 好都合 の 
モー ド (全体 が 上 下 に スク ロー ル す る よう に 
な る ) に 入る . 
EDIT 


。 入 出力 関係 
input …… プロ グラ ム の 実行 を 中 断 し て ,。 キー・ ボ ー ド か ら 
の 入力 を 待ち , 入力 され た 内 容 を , 指定 し た 変 
数 に 格納 する . 
INPUT A 
INPUT 'a=':A (N88BASIC で は , 
INPUT 'a=",A と する .) 
print …… 指定 され た 文字 列 ま た は 変数 の 内 容 を 画面 に 出 
久 す る 。 
PRINT "CONGRATULATIONI' 
PRINT 'a=',A 
tt! 左側 に 書か れ た 変数 に 右側 の 値 ( ま た は 変数 の 
値 ) を 代入 する . 
A=10 
Ni 
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皿 . プロ グラ ム 実 行 ・ 制 御 関係 


RNNczgcs メモ リ に ある プロ グラ ム を 実行 する . 
gotOo…… 指定 され た 行 番号 また は ラベ ル に ジャ ンプ す 
る 


GOTO 250 
GOTO *JUMP 


せ ->goto--else-ー…… 指定 され た 条件 が 成立 する 
か 否 か を 判定 する . 
IF 1=10 GOTO 200 ELSE 300 
Se その 行 を コメ ント 文 (remark) と し て 扱い 
読み 飛ば す . 


REM COMPUTER AND MATHEMATICS 
_ This is a comment. 
for-unext…… 指定 され た 回 数 だ け , 間 に は さま れ た 
プロ セス を 反復 する . 


FOR I=11T0100 る 1 も 123…5100 
PRINT I を 表示 する プロ 
NEXT グラ ム 


IV. 算術 命令 


二 加法 S=AHB 
Ps 減 法 D=A-B 
20 乗法 MAB 
| ーー 除法 W=A/B 
AA 0 ……… 累乗 PA '3 


の @ ぐ の 


[特に 注意 すべ きこ と ] 
BASIC で は , 等 号 ' 三 ' は , 相 等 性 だ け で な く ,「 右 辺 
を 左辺 に 代入 」 の 意味 で も 用 いる . (後者 の 方 が , 頻度 
が 高い !) 特に 注意 すべ き は 


S=S+10 
の よう な 用 法 で ある . これ は , 「 変 数 S の 値 に 10 を 加え 
た 数 を , あら た め て , 変数 S に 代入 せよ 」 と いう 命令 で 
ある . ( LET S=S+10 と いう 表現 も ある .) 
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AA. プロ グラ ミン グ の 基礎 上 


2 次 方 程 式 の 係数 を 入力 し て , 解 の 種類 (2 つの 実数 
解 , 重 解 , 虚数 解 ) を 判定 する プロ グラ ム を 作れ . 


人 NNISNES XSUDG 加 2 
0 2 次 方 程 式 の 解 
40 print "与え られ た 2 次 方 程 式 (実数 係数 ) の 解 を 求め ます 。“ 
50 print ' 2 次 方 程 式 の 係数 を 入力 し て くだ さい 。" 
60 input '% の 2 乗 の 係数 は ' :A 
70 input '% の 1 乗 の 係数 は ' :B 
80 input "定数 項 は ' :C 
90 'PRINT "考え る べき 方 程 式 は :A:')X 21C Bi )x 1 で CiC ) =0 で す 。. 
100  D=B 2-4*A*C 
110 ' 判別 式 D の 符号 に よっ て 解 を 判別 
120 if D>0 goto *JITSU:else if D=0 goto *JUUKAI:else goto *KYO 
130  *JITSU ャ ーー 
140 print "その 2 次 方 程 式 は 、 実 数 解 を 持ち ます 。′ | ITSU ゃ *KYO 
150 end の に 
160 *kKYO : 束 4 は ラベ ル と 呼ば れる . 
170 print "その 2 次 方 程 式 は 、 虚 数 解 を 持ち ます 。" 行 番号 の か わり に 利用 
180 end され る 
190  *JUUKAI ォ ーー 
200 print "その 2 次 方 程 式 は 、 重 解 を 持ち ます 。 
210 end 


li goto [Bl 
A が 成り 立て ば , B に 飛べ 

そう で な けれ ば , C に 飛べ 

if goto ・ else if goto [D | :else goto 
A が 成り 立て ば ーー B 


] 層 


2 


38 


A が 成り 立た 


・else goto | C 


C が 成り 立て ば ー つ D 


な いな ら ほ ] 
C が 成り 立た な な いな ら ば ーーE 


90 行 目 先頭 の "を 削除 し て , この 行 を 実行 させ る と , 方 程 式 
が スク リー ン に 表示 され る 。. 


130, 160, 190 行 目 は 。 い わ ゆ ゅ る ラベ ル . 120 行 で goto 130 な 
ど と 行 番号 で 指示 むす る より プロ グラ ム を 解読 する の に 便利 で ある . 


150, 180 行 目 


る 。 


の end を 忘れ る と , お か し な 「 判 定 」 が な され 
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2 次 方 程 式 の 係数 を 入力 し て , 解 の 種類 を 判別 し , 解 の 
値 (近似 値 ) を 表示 する プロ グラ ム を 作れ . 


| ーー モー テー XaDIIG: 2 | ニー ニー= ニ ーー ニー ニニ | 
2 次 方 程 式 の 解 


20 
30) 。 。 -ー--- ニ ーーーー ニラ ーーー ニ ニニ ニー ニニ ニー ニニ 
40 print "与え られ た 2 次 方 程 式 (実数 係数 ) の 解 を 求め ます 。 
50 print "2 次 方 程 式 の 係数 を 入力 し て くだ さい 。 
60 input 'X% の 2 乗 の 係数 は ' :A 
70 input " 2 :B 
80 1nput H 定数 項 は 
90 "PRINT* 考え る べき 方 程 式 は C AX の 全 下 (WBsIBESX 表 (SI3(CE 引 り 介 三 0GGGdY5 二 
100  D=B 2-4*A*C 
110 ' 判別 式 D の 符号 に よっ て 解 を 判別 
120 if D>0 goto *JITSU:else if D=0 goto *JUUKAI:else goto *KYO 
130  *JITSU 
140 print "その 2 次 方 程 式 は 、 実 数 解 を 持ち ます 。 
142 0 間 NRYSMD ーー sqrt は 正 の 平方 根 
143 X2=(-B+saqrt⑪ *A 
1 ptinit 細 GU らき N 洋 訴 IE 二 旨 25G595 SN 242 
150 end 
160  #KYO 
170 print "その 2 次 方 程 式 は 、 虚 数 解 を 持ち ます 。 " 
172 REAL=-B/(2*A) 
174 IMAGIN=sqrt(-D)/(2*A) 
176 print "それ ら は 、':REBAL:" ギ :IMAGIN:" 1 と":REAL:" -":IMAGIN: 1 で す ." 
180 end 
190  *JUUKAI 
200 print ' その 2 次 方 程 式 は 、 重 解 を 持ち ます 。 
202 、X=-B/(2*A) 
204 print ' 重 解 の 値 は ':X:" で す 。" 
し 210 end se 


解説 

1” 複雑 な プロ グラ ム を 作る に は 。 簡単 な も の を , まず し っ か り 作 
り , それ に 機能 を 追加 し て いく と よい . とこ で は , 前 ペー ジ の 
Exampl 1 に 機能 を 追加 し た Exampl 2 で 行 番 が 10 の 倍数 で な い 
も の が 追加 され た 行 で ある . (この 後 , 行 番号 を , 再び 10 お き に , 
きれ い に つ け な お す (enumber) に は RENUM と いう コマ ンド 
を 用 いれ ば よい .) 

2” 176 行 目 の 小 細工 は , 虚数 解 を も つと き , 二胡, go 一 9 と 表示 
され る た め . 
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ヶ 三 gy” の の 値 を 入力 し て , この グラ フ を 描き , つい で , 
ァ 軸 。 7 軸 方 向 に 指定 し た 量 だ け 平 行 移動 し た 曲線 を 描け . 


間 き 請う ] 
0 王 語 グラ フ の 平行 移動 (関数 の 定義 ) 

40 print "放物線 ysakx 2 の グラ フ を か きま す 。“ 

50 input "係数 a の 値 を 入力 し て くだ さい 。':A 

60  XMIN=-6:XMAX=6 

70 、YMIN=-5:YMAX=5 

80 cls3 

90 screen 0,15,0:screen 1:color:console 0,25,0 

100 window (XMIN, YMIN)-(XMAX, YMAX) 

110 line (XMIN, 0)-(XMAX, 0):1ine (0, -YMIN)-(0, -VMAX) ーー 軸 , ヵ 軸 表 示 
120 DOTS=2000 ーー 曲線 上 の 点 の 個数 

130  XWIDTH=XMAX-XMIN どう し の 点 の 横 の 間隔 
140 XPITCH=XWIDTH/DOTS 

150 XXMIN 

160 for K:=l to DOTS 

170 YsfnF(A, X) 

180 if YYMAX or Y<YMIN goto 200 

190 pset (X,-Y) 

200 XXHXPITCH 


210 nextK 
220 input 'x 軸 方 向 へ どれ だ け 移 動 さ せま すか 、 数 値 を 入力 し て くだ さ ED 
230 input '? 軸 方 向 へ どれ だ け 移 動き せま すか 、 数 値 を 入力 し て くだ さ 員 り 


240 print ' こ の 移動 で 原点 は 、 丸 印 を つけ た 点 に 移動 し ます 。" 
250 circle (P, -0), 0.05.,2 


260 XXMIN 
270 for【K:=l to DOTS 
280 Ys:fnF(A, X-P)+0 ーー ヵ テ ア (y) に 対し ゅ デー ア 7( ァ ー の の 


290 if Y>YMAX or Y<YMIN goto 310 


300 pset (X%, -Y) を 考え る の と 同じ 

310 、X=X+XPITCH 

320 nextK 

330 end 

340 fnF(A,X) 

350 ]ocal Y 

360 AX ウ 

、370 return(Y) J 


関数 の 定義 は , U-BASIC と N88 DISK BASIK で は 少し 異な 
る . N88 DISK BASIC で は , 途中 どこ か に 
DEF FNF(X)=X 2 
と 書く だ け だ が , U-BASIC で は , 上 の よう に , プロ グラ ム の 最後 
(end の 後 ) に ,。 きち ん と 定義 する . 
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前 ペー ジ の プロ グラ ム で は , グラ フ 表 示 の 部 分 が 160-210, 
270 て 320 と 重複 し て いる . この 部 分 を サブ ルー チン (部 分 処 
理 ) と し て 抜き 出す こと に より , プロ グラ ム が より 見 や すい も 


の に な る 。 

/ p 1 

10 | の CU 1 に 坦 2 ト 還 ニ ニニ ョ ーー ニー ニニ ーー ニー ニー ニニ ーー ニニ ーー ニニ コー 

0 グラ フ の 平行 移動 (サブ ルー チン の 利用 ) 

40 print "放物線 ysakx 2 の グラ フ を か き に 

50 input "係数 a の 値 を 入力 し て くだ さい 。「: 

60  XMIN=-7:XMAX=7 

70  YMIN=-5:YMAX=5 

0 訴 に 近 

90 screen 0,15,0:screen 1:color:console 0,25,0 

100 window (XMIN, YMIN)-(XMAX, YMAX) 

110 line (XMIN, 0)-(XMAX, 0):1ine (0, -YMIN)-(0, -VMAX) 

120 DOTS=2000 

130  XWIDTH=XMAX-XMIN 

140 XPITCH=XWIDTH/DOTS 

150  P=0:0Q:0 を 

160 gosub *GRAPH ーー サブ ルー チン を 呼ぶ 
170 input 'x 軸 方 向 へ どれ だ け 移 動 さ せま すか 、 数 値 を 入力 し て くだ さい 。 

180 input "7 軸 方 向 へ どれ だ け 移 動き せま すか 、 数 値 を 入力 し て くだ さい 。「':Q 
190 print ' この 移動 で 原点 は 、 丸 印 を つけ た 点 に 移動 し ます 。" 

200 circle (P, -0), 0.05, 2 

210 gosub *GRAPH ーー サブ ルー チン を 呼ぶ 
220 end 

230  *#GRAPH 

240 XXMIN 

250 forK=] to DOTS 

260  Y:A*(X-P) 210 

270 if YYMAX or Y<YMIN goto 290 デラ フ 表 示 の サブ ルー チン 

280 pset (X,-Y) の に 

290 XX+XPITCH 

300 nextK 

310 return 

注意 コン ピュ ー タ の プロ グラ ム で は ,。 文字 入力 の 基 細 な 違い も 決定 的 で ある . 
7 だ と 入 (ば 。 


,(comma) と .(period) 
や 

:(colon) と :(semicolon) 
の よう に 見 た 目 に 大 差 な いも る の で も 違っ て いる と , 正しく 働か な い . 特に 
BASIC で 注意 すべ き は 

?(double quotes) と “(single quotes) 
で ある が , 半角 の 活字 の 違い を 印刷 で 表現 する こと は 極め て 困難 で ある . 
基本 的 に は 「 文 字 列 を くく っ て 表す と き は , double quotes,。 リマ ー ク 文 を 
書く と き は , single quotes」 と 理解 し て いた だ きた い . 
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例題 2 を 正 の 整数 と する と き , 関数 ? ニ ァ " (>=0) が 単調 
増大 で ある こと を 利用 し て 与え られ た 任意 の 数 2 と 任意 の 自 
然 数 z ヶ に 対し , 2 の z 乗 根 ( ダ 2 ) の 値 (近似 値 ) を 求め る プロ 
グラ ム を 作れ . 


。 ーーー- Example 5 
平方 根 の 近似 値 の 計算 
(二分 法 に よる 方 程 式 の 数 値 解法 ) 


input "a は いく ら で す か ? 数 を 入力 し で くだ さい 。「:A 
input ' 何 乗 根 を 求め ます か ? n の 値 を 入力 し て 下さ い 。" 
1 SH の <- と な る ちの 
if X2 N>A goto *MAIN を 見 つけ る と いう 準備 作業 

X] =X2 :X2=X2*2 

goto 100 

*MAIN 

DIFF=X2-X1 

while DIFF>EPSILON 

0 この 部 分 が 

if MID N<A goto 210 AEDL 

X2=MID ルー プ で ある 

goto 220 

Xl=MID 

DIFF=X2-X1 

wend 

print ' 近似 値 は " :X1:" で す 。" 


| ポイ ント 
while ^- wend 文 で は , for >next 文 と 違い , 反復 の 回 数 
を 指定 し な く て も , ある 条件 が 満た され て いる 限り , 何 回 で も 
繰り 返す . 反復 の 回 数 が あら か じ め わ か っ て いな いと き に 便 
利 な 命令 で ある . 
解説 
1 80 て 110 行 は , (0= ニ くく ) ダ 2 く zz。 と な る xs を 見 つけ る た め の 
処理 . (最初 に X2 王 1 と し て いる の で , の 値 に よっ て は , 
ダ Z < く X2 と な ら な い . 1。 2。4, 8。16, 32。…… ESGIVSSDSG 
始め て ダ 2 を 超え ん た と ころ で , それ を 2 と する .) 


ク 7 タ SA 候 所 と ヨコ ンピュータ 


X1 十 XX2 
2 


2" X1< ダ 2 < く X2 の と き ,。 MID= 22O ら 


i ) 9。4 く MID また は ii) MID< ダ 2 (また は 抽 ) ダ 2 =MID) 
i ) の と き は , MID を 新しい X2 
間 生 に 半 SDioo 
と し て , X1 と X2 の 隔 り が 十分 小さ く な る (ここ で は 0.00001 よ 
り も 小さく な る ) まで 続け る . 
少し , プ ログ ラム を 詳し くす る と , ど の よう な 処理 が 進ん で い 
る か が わか る よう に で きる . 


ンー MXBTUDIG 仙 0 に SS 時 S ま 


print "与え られ た 正 の 数 a の n 乗 根 の 近似 値 を 求め ます 。" 
input'a は いく ら で す か ? 数 を 入力 し て くだ さい 。『':A 
input " 何 乗 根 を 求め ます か ? 正 の 整数 n の 値 を 入力 し て 下さ い 。':N 
EPSILON=0.00000001 

X1=0:X2=1 

if X2'N>A goto *MAIN 

X] =X2 :X2=X2*2 

goto 90 

*MAIN:' 近似 値 を 計算 する た め の メ イン ルー チン 
DIFF=X2-X1 

while DIFF>EPSILON 

MID=(X11X2)/2 

print ' 近似 値 と し て ' :MID:" を 求め まし た 。" 

if MID'N<A goto 210 

print "し か し 多分 大 き 過 ぎ ま す 。"' 

X2=MID 

goto 230 

print "し か し 小さ 過ぎ ます 。" 

Xl=MID 

DIFF=X2-X1 

wend 

print "近似 値 と し て ' :X1:" が 求 ま り ま し た 。" 

"PRINT ' 検算 し ます 。 い ま 求 め た 数 の ' :N:' 乗 は " 
"RUIJOU=1 

"for Il=]1 to N 


” RUIJOU=RUIJOU*X1 
"next 1 
"print RUIJOU:' で す 。" 


解説 

1 260310 行 の 畳 頭 の ' を 省く と , 検算 を 行なう . 

2* 180 行 目 に 「 多 分 」 と 入っ て いる の は , 求め る べき 値 そ の も の で 
ある 可能 性 も 否定 で き な い た めで ある 。. 
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ヶ 三 gsin(z) の グラ フ を の も Z の 値 を いろ いろ に だ 変 
えて か く プ ログ ラム を 書け . 


(10 、 ーーー- EXamDl6 7 ーー----ーーーーー-ー ニ ーー ニー ニー ニーーーーーーーーーーーーー | 
2 三角 関数 sinCx) の グラ フ 
30 コラ お ニー ニニ ニニ ニラ ーー ニー ーーー ニー ニー ニー ニー ニー ーー つっ ーー で ーー ニー ニー ーーーー 
40 cls3 


50 DOTS=3000 

60 ANGLEWIDTH=3.14159*2 

70 PITCH=ANGLEWIDTH/DOTS 

80 screen 0,15, 0:screen 1:color:console 0,25,0 
90 window (-1.5, -3.0)-(8, 2.4) 

100 line (-2, 0)-(10, 0):1ine (0,3)-(0, -3) 
110 THETA=0 

120 forK=] to DOTS 

130 、X=cos(THETA):Y=sin(THETA) 

140 circle (X%, -Y), 0.01, 4 

150 line (X, -Y)-(X, 0),2 

160 pset (THETA+1, -Y) 

170 line (THETA+1, -Y)-(THETA+1, 0), 3 

180 circle (X, -Y), 0.01, 0 


190 line (THETA+1, -Y)-(THETA+1, 0) 
200 THETA=THETA+PITCH 
210 nextK 7 


1′ 関数 ゥ 2sin gz に お いて , x は 本 来 , 単なる 数 で な く て は な 
ら な い .。 これが 弧 度 法 で ある が ,「 指 導 要 領 」 に 従う と, 数学 I で 
は , 度数 法 (1 回 転 を ィ と する 角 の 計り 方 ) し か 学ば な いこ と に 
な っ て いる . BASIC は , 「 指 導 要 領 」 に と ら わ れ な いか ら , 単に 

Sin(X) 
と 書け ば , 当然 , 弧 度 法 (1 回 転 を 2r ィ と する 角 の 計り 方 . g 
「 大 学 へ の 数 学 II ニュ ー ア プロ ー チ 」) で 計算 する . 


ク 76 Sp 人 法 シン BB エー アタ 


演習 . ysim の 9 に お いて 。 の と ヶ の 関係 は , 下図 の よう 
に 図示 され る . この 関係 を 一 般 化 する こと に より , の 9 の 変化 に 
対し て 。sin 9 が どの よう に だ 変化 し て いく か を 表す コン ピュ ー 
タ ・ グ ラフ ィ ク ス を 工夫 せよ . 


0 軸 生 Ea2XGDUGNO に EE 
20 三角 関数 ysa*sin(b*kx) の グラ フ 
ne 
40 print ' Y=A*sin(B*xx) の グラ フ を か きま す 。 
50 DOTS=5000:XMIN=-6:XMAX=6:YMIN=-4:YMAX=4 
60  XWIDTH=XMAX-XMIN:PITCH=XWIDTH/DOTS 
70 screen 0,15, 0:screen 1:color:console 0,25, 0 
80 window (XMIN, YMIN)-(XMAX, YMAX) 
90 forB=l to 3 
100 for A=-3 to 3 
110 X=XMIN 
120 print 略 ま は AAiBBiB3 計 大 Pi で GUO ま : お 2 
130 print "周期 は 、' :360/B:" 度 、 す な わ ち 3.14... の ' :1/B:" 倍 で す 。『 
140 print "振幅 は ' :abs(A):" で す 。 
150 line (XMIN, 0)-(XMAX, 0), 15 
160 ]ine (0, YMIN)-(0, YMAX), 15 
170 for K=1 to DOTS 
180 Y=fnF(X):pset (X, -Y), 7 
190 X=X+PITCH 
200 next K 
210 X=XMIN 
220 for K=] to DOTS 
230 Y=fnF(X):pset (X, -Y), 1 
240 X=X+PITCH 
250 next K | 
260 CSW み 8 
270 next A 別 の 色 で な ぞ る 
280 cls 3 | 
290 nextB 
300 end 
310 fnFCX) 
320 C=A*sin(B*X) 
、330 return(C) 
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与え られ た 2 つの 複素 数 と その 和 を 複素 数 平面 上 に 表 
示す る プロ グラ ム を 作れ . 


ウー ニー 1Xmapile'9 ーー= 


Screen 3 

60  XMIN=-10:XMAX=10 

70  YMIN=-7:YMAX=7 

80 window (XMIN, YMIN)-(XMAX, YMAX) 

90 1line (XMIN, 0)-(XMAX, 0):1ine (0, YMIN)-(0, YMAX) 
100 print "一 番目 の 複素 数 を 入力 し て くだ さい 。" 
110 input " 実 部 は ' :A 
120 input " 虚 部 は ' :B 
130 circle (ん -B), 0.04 
140 1ine (0, 0)-(A, -B) 

150 print ' 二 番目 の 複素 数 を 入力 し て くだ さい 。" 
160 input ' 実 部 は "' :C 

170 input "上 庶 部 は ' :D 

180 circle (C, -D), 0.04 

190 1line (0,0)-(C, -D) 

200 E=A+C 

210  F=BHD 

2 DE1nt 洒 ( は 2 で す 。 

230 circle (E, -F), 0.04 

line (0, 0)-CE, -F) 


[解説 | 
1" 130, 180, 230 行 は pset 文 で も 良い が , 点 1 個 ど だ け で は 小 き 
すぎ て 見 に くい の で , 小さ な 半径 の 円 板 で 点 を 代用 し て いる . 


2* 140, 190, 240 行 目 は , 複素 数 を ベク トル と し て と られ る こと の 
利点 を 強調 する た め に , 点 を 線 分 で 結ん で いる . 
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与え られ た 2 つの 複素 数 と 。 それ ら の 積 を 複素 数 平面 
に 表示 する プロ グラ ム を 作れ . 


/ 10 ニニ ニモ = Exmaple 10 ----- 間 

1 複素 数 の 演算 (乗法 ) 

40 証 ClS J 

50 screen 3 

60  XMIN=-10:XMAX=10 

70 、YMIN=-7:YMAX=7 

80 window (XMIN, YMIN)-(XMAX, YMAX) 

90 line (XMIN, 0)-(XMAX, 0):1ine (0, YMIN)-(0, YMAX) 
100 print "一 番目 の 複素 数 を 入力 し て くだ さい 。 
110 input " 実 部 は ' :A 
120 input "上 庶 部 は ' :B 
130 circle (A, -B), 0.04 
140 line (0, 0)-(A, -B) 

150 print ' 二 番目 の 複素 数 を 入力 し て くだ さい 。" 
160 input ' 実 部 は ' :C 

170 input ' 虚 部 は ' :D 

180 circle (C, -D), 0.04 

190 line (0, 0)-(C, -D) 

200 EE=A*C-B*D 

210  F=B*C+A*D 

220| BT NN2DAeRo3P 人 Sm る すみ 。 

230 circle (E, -B), 0.04 

240 line (0, 0)-CE, -F) に 丘 
EE 


し 解説 | 
1* 前 ペー ジ の プロ グラ ム と 違う の は , 200, 210 行 目 だ け で ある . 
つま り 前 ペー ジ の 
(2 填 が ) 十 (c 十 層 ) テ (2 十 c) 十 (2 十 の )7 
に 対し , 
(2 十 )X(c 十 必 ) ニ (2c 一 6 の ) 十 (2 の ー 7c)7 
を 計算 し て いる . 
割り 算 に する に は , ここ を 
200 E=(A*C+B*D)/(C*CD*D) 
210 F=(-A*D+B*C)/(C*C+D*D) 
と 変更 すれ ば よい . 
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279 


与え られ た 複素 数 2 王 < 十 が が, / 王 c 十 の に 対し て , 


複素 数 = ァ 十 2/ の 表す 点 (。 ヶ ) と 関数 の 王 ez 十 / 


で 定まる 複素 数 oz 十 2〉 の 表す 点 (z。 og) の 関係 を グラ フ 


で 大 えた い 、 


る が 一 10 一 72。 10 十 77 を 向かい あう 頂点 に も つ 長 方 形 の 


周 を 描く 場合 を 表示 する プロ グラ ム を 作れ . 


SCTeen 
XMIN=-1 


DOTS=10 
『ITCHE2 


print" 
print 


1nput 
print 
input 『" 
input 
for K=1 


next K 
(orb 選 1 
gOSub * 


nextL 

for M=1 
gOSub ポ 
X=X-PIT 
next M 

for N=1 
gOSub ネ 


next N 
end 
*GRAPH 
U=Ak 
V=B*※ 
pset 
pset 
return 


Exmaple 11 ---- 


複素 平面 上 の 変換 


9 
0:XMAX=10 


YMIN=-7:YMAX=7 
window (XMIN, YMIN)-(XMAX, YMAX) 


00 
/DOTS 


LINECXMIN, 0)-(XMAX. 0):LINE(0, YMIN)-(0, YMAX) 


w=alpha*z+beta の グラ フ を か きま す 。" 


" 複素 数 alpha の " 
input 「' 実 
" 虚 部 は " :B 

" 複素 数 beta の " 


部 は ' :A 


実 部 は ' :C 


" 虚 部 は ' :D 


to DOTS 


gosub *GRAPH 
X=X+PITCH 


to DOTS 
GRAPH 


YYTPITCH 


to DOTS 
GRAPH 
CH 


to DOTS 
GRAPH 


Y=Y-PITCH 


X-B*Y+C 

X+A*Y+D 
(の の) 
UaVWD2 


与え られ た ヌ 十 7Y に 対し , 点 (X, Y) を 
U 十 7V= テ (2 十 g)(X 二 7Y) 
で 定まる 点 (U, V) を 表示 する . 
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例題 | 前 問 で , 点々 が , 原点 を 中 心 と する , 半径 1, 2, 3 の 
円 を 描く と き , 点 % 三 g@< 十 8 の 描く 図形 が わか る プロ グラ ム 
を 作れ . 


へ 


ーー ニー== Exmaple 12 ---- 

複素 平面 上 の 変換 
GIIIS 二 9 

Screen 3 

XMIN=-11:XMAX=11 

YMIN=-8:YMAX=6 

window (XMIN, YMIN)-(XMAX, YMAX) 
DOTS=1000 
THETA= 0:PITCH=2*3.14159/DOTS 

- LINECXMIN, 0)-(XMAX, 0):LINE(0, YMIN) -(0, YMAX) 
print 'w=alpha*z+beta の グラ フ を か きま す 。『" 
print ' 複素 数 alpha の " 

input ' 実 部 は ':A 

input ' 虚 部 は ':B 
print ' 複素 数 beta の " 

input ' 実 部 は ':C 

input ' 虚 部 は ' :D 

for R=1 to 3 

for K=l to DOTS 
THETA=THETA+PITCH 
X=R*cos(THETA):Y=R*sin(THETA) 
gOSub *GRAPH 
next K 
next R 
end 
*GRAPH 
U=A*X-B*Y+C 
V=B*X+A*Y+HD 
pset (X, -Y), 1 
pset (U, -V), 2 J 


return 


$4 A 篇 (基礎 理論 ) 227 


最後 に , 数 学 的 に は さして 重要 で な い が , コ ンピュータ の 良さ 
の よく 出る プロ グラ ム の 例 を 2 つ あ げ よ う . 


ーーー- Example 13 
ヨ ジ ュー クト クラ ショ クズ ベ の 楽し み 


screen 0, 15, 0:screen 1:color:console 0,25, 0 
cls 3 
Pi=3.141592 
X0=300:Y0=200 
print ' 正 多角 形 を 対角線 と と も に 描き ます 。 
0 正 の 整数 を 入力 し て くだ さい 。' :N 
所 
input "頂点 を いく つ ご と に 対角線 を 引き ます か ?':S 
for J=0 to N 
Theta=2*Pi*(J/N) 
X1=XO+R*cos(Theta):Y1=YO+R*sin(Theta) 
pset (X1,Y1) 
for I=J1S to N2 step S 
Phi=2*Pi*(I/N) 
X=XO+R*cos(Phi):Y=Y0+R*sin(Phi ) 
line (X,Y)-(X1, Y1) 
next 1 
next J 


く < 美 > に は , さま ざま な 形態 と 様式 が ある . 目 で 見 える 図形 的 な 美 
の うち で ,。 最も 単純 で .。 それ ゆえ に と き と し て 最も 鮮烈 な も の は , 
対称 性 に 由来 する それ で あろ う . 

それ に し て も , 正 多角 形 の 頂点 を いく つか お き に 結ぶ 対角線 を ひ 
く 。 と いう 単純 な 作業 の 反復 が 作り 出す 図形 に , < 深遠 な 美 > を 感 ず 
る の は , 我々 の 意識 の 謎 で ある . 


7 の . 訟 
ペン / 
デー SC CN 2 
羽 Y RG レー イン グ ] 3 
Pe / SV TDNKPMX 
NN 0 人 仙 AD 
Ng NM 」 
N NAKYhc20 
“ 2 


n 


[、 
Na 


ング 7 


A 
さ 


ンー ンジ 
| 
EE 


7 戸 
ト J 
4 


7 ア こ た 。 
OZ 人 0SoRP2 ジラ 


| 


と ゴ 
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ンピュータ で パズル を 人 解く こと も で きる 。. 


10 ' 数 当て クイ ズ 

U。 計 SEND 

00 馬 | +) MORE 

0 也 ーー ジュ ジー 

0U 計 記 MONEY 
0 
70 cls 

80 print" SEND 

90 print" +) MORE 

INUU に 語り ODN 語っ 

110 print'" MONEY' 

120 print' と な る よう な 異な る 数 の 組み を シラ ミ 濱 し に 探し ます !" 

180 print' 少し 時 間 が か か り ま す 。 うーー ん ': 

140 for10=l to 9 

150 for Il=0 to 9 

160 if Il=I0 goto 550 

170 for 12=0 to 9 

180 if I2=I0 or 12=Il goto 540 

190 for I3=0 to 9 
200 if I3=I0 or 13=Il or 13=I2 goto 530 
210 for 1!4=0 to 9 
220 if I4=I0 or 141]1 or 14=1I2 or 14=13 goto 520 
230 for 15=0 to 9 
240 if 15=10 or 15=Il or 15=12 or 15=I3 or 15=I4 goto 510 
250 for I6=0 to 9 
260 if 16=IO or 16=Il or 16=I2 or 1I6=13 or I6=I4 or I6=I5 goto 500 
270 for I7=0 to 9 
280 if I7=I0 or I7=Il or I7=I2 or I7=13 or I7=I14 or I7=15 or I7=I6 goto 490 
290 


900 下 紀和 ーー ニニ ーー 
310 "LOCATE 20.8:PRINT いま " :NN:' 番目 の 組み 合せ を 調べ て いま す 。 ” 

320 峰 IO:DI1:E=I2:Y=13:N=14:0=I5:R=I6:S=I7 

330 NN=NN+1 

0 議 識 に ニ と ネー ーー ニー ニー 
900 靖 較 ま ツル IF YoD+HE AND Y<>DHE-10 GOTO 710 

360 AAA=S*1000+E*1001N*10HD 

370 BBB=M*1000+0*1001R*10HE 

380 CCC=M*1000010*1000+N*100+E*101Y 

390 if CCC=AAA+BBB goto *REPORT:else goto 490 

00 因 還 症 35SEo 人 
410 *REPORT 

420 BANME=BANME+1 

430 print 

440 print NN:' 個 調べ て や っ と ':BANME:" 個 目 を 発見 し まし た !" 
450 print | SiEiNiD 


"よう ) "iM:O:R: 


next 10 


| 」85 発展 問題 


本 セク ショ ン で は , 内 容 が 数 学 B の いく つか の 単元 に また が 
る 問題 , あ るい は , 各 単 元 の 深い 理解 と 粘り 強い 思考 が 要求 され 
る 問題 を 扱う . 独力 で 解決 で き な く と も 。, 解答 を 熟読 し て し っ か 
り 理 解 で きれ ば , 著者 達 の 意図 は 達成 され る . 難解 で あれ ば , 初 
読 の 際 は 読み と ば す 手 も あろ う . 


222 3$5 発展 問題 


平面 内 に 三角 形 ABC が ある . 実数 7 が 0S ミ 7 ミ 1 
の 範囲 を 動く と き 
AP+27BP+(1 一 の CP=0 ……… (*) 
を みた す 点 P の 軌跡 を 求め よ . 


SCPHSDoewsaess 


EANSSAPEBERRSRASSNGRGSSERSSS2R を AGMSR3 


Se な ーー の SE 


EDSYYTaIECSYESZCHPEHRRESSc29 人 vw22ROREmSEA2SS は kN2sSoGEveGnCp2 


(*) を A に 基準 と する ベク トル で 書き 直す と 
AP+27(AP- AB)+(1 一 の (AP- AC)=0 
(2+ り AP=27 AB+(1-- の )AC 


0 き 
2 十 す ) の 2 十 た の 


P の 軌跡 は 直線 診 と な る 実数 g。 が みつ か れ ば 


の 一 部 で ある , 89 # 1 リリ ーー 
と 推測 し た の で 0 ー っ JeAB+( 盾 5 ぅ )2AC 
ある . と な り , P は 


AB 一 eAB, AC 一 8AC 
を みた す B', C′ を 通る 直線 上 の 点 で ある こと が わ 


か る . 
2 1 
(**) を みた す e,。 / は 2 一 っ 。 の 王 テ 
IiG の る ボ つ 6 
を 時 刻 と 思う 移 AP=( 37 二 間 2 人 NN Upzezs 
と 。P の 動く 速 ーー 2 十 7/ 3 AB+( 2 十 ょ ) 2 2 
さ は 一 定 で な い . 37 


と な る . 0 ミミ 7 ミ 1 の と き 0 ミュ ーー る <1 
で ある か ら , 結局 P の 軌跡 は 


7 本 rec: en 
AB ー テ AB。 AC 三 テ AC 
で 決ま る 線 分 BC" 


(@ 証 記 2ovo 
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に =1 1 ご 1 邊 | 避 NSRS 誠 RAEOES5S20RWNNSEESEBBHGDRSEOIUEGEEEGES2EOEINTOSSROENOSCNI NEEDEAONBESSSISSSE が SE 
yy 平面 に お いて 。 Po。(0。0)。 Pi(1。 0)。Pz。 Pa。…… 
は 次 の 条件 を みた す 点 列 と する . 
] | 1 に | 1 戸 同 ] PiP。P。 ュ 一 人 (=1207 
[ 岳 ] 点 Pj』i は 点 P,-」 か ら 点 P, に 向う 方 向 に 対し て 左側 


に ある . 2289 49 
この と き , 点 P。,。 (z=0) の 座標 を 求め よ . 


SSRZSE2 こ っ タロ mcH22GCEESeCSPc5Zaa 人 2 なの SPY の SENZmhm コ RSS の ちっ ar 


2x 王 Pi (2 王 1。2。3。…) と お く . 94 
| 訪 に IEi|=1 と [より | 六 に ( 信 ) PF 


また , [ii],[ 提 ] より , と Z 軸 の 正 の 向き と の 


な す 角 は 人 そ ずつ 増え る の で , ーー ィ で あり , 
ae と % は 同じ 向き で ある . これ を 見 抜く こ 


= 1 Ni | 陣 齋 た | と が 大 事 . 
=( テ ) (cs る Sin ヶ ) GOOOOOCOO ② 


ーー 王 DBR= の 7 
P。P。 テ ! P,_ ュ P, テ 5! (る 2 の 中 0 
? 三 1 ?ー1 64 64 放 /3 


1 7 ま 
2 一 琶 (COS 訪 。 S1n 
同様 に 。③ を 利用 し て glPRS 
2 5 = =( 
PePs 三 2 万 コ 太 三 2 7 三 ne 


ーー デー た ー1 ユ ーー ーー> 
これ を 繰り 返し て PaeyPw=( 生 ) PoP。 
を 得る か ら 
> さる (さと 1 \*- ハ ーー 
0Pa= 当 PsPw=( 放 ( 吉 ) Ps 


- 聞 - 人 9 
Pa(1ー( 1 選 09 ( 1 着  B.507 [ 注 ] 参 照 
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1 辺 の 長 さ 2/2 の 正四 面体 ABCD の 辺 AB, CD の 中 
点 を M, IN と する . この 四面 体 を MN の まわ り に 回 転 し て 
0 
| アプ ロー チ > 適当 な 座標 系 を と っ て 考え た 方 が 楽 で す . その た め に 
は , 正四 面体 に 関す る 基本 的 性 質 を 知っ て お く 必 要 が あり ます . 


SESRESRRRNGESS523SS2NIRN 


DA=Z2, DB=5, DC=c と お く と き 。1 辺 
の 長き 22 の 正四 面体 で ある 条件 は 


2・2 王 | 2|・||cos60* と 科 
M SE GE ① 
ー(272 が - 坊 Z・ の りー の ・c 三 c・g 三 4 
で ある 。 


AB=5ー2, DC=c 
MN=DN-DM- を (<-g- が 
で ある か ら , ① よ り 
AB・MN=⑫- の (<-〆ー め 


= テ (で で g+|2Pー|8 由 


同様 に 
CD・MN=AB・CD=0 
が 示さ れる か ら , 
AB, CD, MN は 互い に 垂直 で ある 。…… ( 六 ) 
次 に , や は り ① よ り 


IMNP= 二 Ez- 古 
4 


= ィ 1lcP+|2P+|H 


=4 
正四 面体 の 性質 区 INN ニニ 2 - 。 に et め 
MN=- 訪 AB を 得る . 
( 交 ) と の ② か ら , M を 原点 , A(0, 0, 2 ) 


B(0, 0, 詞 /29, N(2, 0, 0), (@(28 ー ア 2 0) 
D(2。 2 , 0) と な る 座標 系 が と れる . 
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この と き , 

AD ニッ テー ズー 2 
2 だ 
ニニ ドド の っ VS の 

2 2 縛 計 二 山 に 凍 
の 人 / だ ニ 

BC< 記 j| る 十 ア 2 。 

BD : - 訪 一 ター タ + ツ 2 


で あり , これ ら と , P(7。 0, 0) (0s ミ 7 ミ 2 …③) 
を 通り , 軸 に 垂直 な 平面 ?: ァ 7 と の 交点 
は 順に 


de 充 


2 2 
S(。 ーー 廊 ~ 2 ) < 。 に よる 断面 図 
nu 廊 : 廊 -) 


で ある か ら , 正四 面体 の 平面 々 z に よる 切り 口 は 
P を 中 心 と する 長方形 QRST で ある . 

し た が っ て , 回 転 体 の 平面 ? に よる 切り ロ 
は , P を 中 心 と し , 半径 PQ の 円 で あり , その 
断面 積 S(7) は 


S() ニ ァ ・PQ* 
=z(() 人 72ー 訪 月 
ー ァ (パー27 圭 2) 
で 与え られ る . 


これ より , 求め る 体積 を と する と , ③ よ り 
み 叶 2 
リー(S( の み ー 相 きど ーg+27 | 


0 
3 


人 
MA 
立つ こと は 覚え て お いて よい 事実 で ある . ここ と では, ベク トル を 利用 
し て 示し た が , 初等 幾何 的 に も 簡単 に 証明 で きる . 


[ 注 ] 正四 面体 ABCD に お いて , () お よび MN=ー 詞 -AB が 成り 
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B.504 一 一 


PREEA2 な SSESYYOSCYSEYami 


SSC2229NSRGSRSMNSIKSSOSSGRSSSS 


空間 に お いて , 平面 <=10 の 上 に ある 中 心 (0, 0, 10), 
半径 1 の 円 周 C の 上 を 光源 が 回 っ て い ぃ る. 2 点 P( 一 1, 1, 
8)。Q(3, 5, 0) を 結ぶ 線 分 が zz 平面 に 張ら れ た スク リー ン 
上 に 落と す 影 全体 を xy 平面 に 図示 し , その 面積 を 求め よ . 


GS 


Q⑬.5,.0) M/ 


W(-5, 9 0) 昌 
で ある . 


平面 APQ と 箇 
xy 平面 と の 交 
線 の 一 部 で ある 


038 人 3203EGS5REHREPDRRSERSRD HGAmm4ZGH50 だ RSSCS4 き SSENGESESEoCdmEOTSE2SNSSSoTMNSISSNMSESNTBISURTMOEOGKDSSSSRS 


[アプ ロー チ > 円 周 上 の 動 点 と 線 分 上 の 動 点 を 結ぶ 
直線 と zz 平面 と の 交点 の 軌跡 を 求め ます . この 直 
線 の 方 程 式 を た て て 交点 の パラ メタ 表示 を 行う こと 
は も ちろ ん 出来 ます が , 肝腎 の 部 分 は その 先 に あり 
ま 9 計 


医 還 円 周 じ と 上 の 点 A, 線 分 PQ 上 の 点 を B と お く . 
求め る 図形 は , A, B 双方 が 動い た と き 直 線 AB と 
xy 平面 と の 交点 が 描く 軌跡 で ある . 

まず , B を P に 固定 し 。 A を C 上 動か し た と き の 
直線 AP と zz 平面 と の 交点 の 軌跡 を まず 求め る . 
直線 ZP と zz 平面 と の 交点 を W と お く < く と 平面 
AZP 上 に へ AZP, へ TWP が 載っ て いて 

へ AZP の へ ヘ TWP 
応 ・PW テ 1 :4 
より WT= テ 4 が わか る の で , 本 は xy 平面 上 , 中 心 
W, 半径 4 の 円 周 C 上 を 動く こと が わか る . ここ 
で , C′ と C の 役割 を 送 に し て 考え れ ば , が で 全 
体 を 動く こと が わか る . 

次 に ,。 C 上 A を 固定 し , B を 線 分 PO 上 P か ら Q 
まで 動か し た と き 直 線 AB と xy 平面 と の 交点 S は , 
直線 AP と zz 平面 と の 交点 芽 と Q を 結ん だ 線 分 全 
体 を 動く . 

以上 より , A, B 双方 を 動か し た 時 。 S は 次 の 図 
の 着色 部 分 を 動く . 
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その 面積 は . QW=8 に 注意 し て 
N 
^AQNW 二 へ QMW 二 W 


M 


=( す 473 )x2+ 全 の 


王 16Y3. + 守 々 


点 A を (cos の , sin の, 10) B を (一 1 十 47。1 十 47。 8 一 87) 
(0 ミ 7 ミ 1) と パラ メタ 表示 すれ ば , 直線 AB は 


メーcos の ゅ ヶ 一 sin の に 20 
cos の 十 1 一 47 sin の 一 1 一 47 10 一 8 十 87 


と な る の で , xy 平面 と の 交点 の 座標 を 求め る に は < 一 0 と お く と 


os の 
Tn の 
と な る 。 ョ = 近 - キ (一 4 ミ Ss ミ 0) と お く と 
47 二 1 
scos の 9 十 (2s 十 3) 
ヶ 三 ssin の 十 5 


と 整理 すれ ば , ここ か ら 領 域 を 求め る の は 困難 で な い が , 表示 式 か ら 
図形 を 読み と る と いう 作業 が ここ か ら は 避け られ な い . 図形 問題 に お 
いて 方 程 式 に よる 図形 表示 は あく まで 有用 な 道具 の 1 つ に すぎ な いこ 
と を 心 に 留め お くべ きだ ろう . 
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空間 内 の 4 点 A(1, 0, 0),B(0,。 1, 0), CG, 2, 0), 
D(0, 0, 1) に 対し , 点 P が 直線 AB 上 を 動く と き 
CP+PD が 最小 と な る P の 座標 を 求め よ . 


SBKBKGRISSSSSSSIVSPWGDASSRSS 


SSRSKEESREGSASESNMRSSIAESSSSSNE 


[アプ ロー チ > 平面 の 場合 ,C と D が 直線 AB に 関し て 互い に 反対 側 に 
あれ ば , 直線 CD と 直線 AB の 交点 P が CP 十 PD 
を 最小 する 直線 AB 上 の 点 で す . C と D が 直線 AB 
に 関し て 互い に 同じ 側 に あれ ば , AB に 関し て D と 


4 


B 対称 な 点 D' を 考え れ ば , PD=PD' で すか ら , CP 
+PD′ を 最小 に する こと を 考え れ ば よく , 前 の 場合 
に 帰着 し ます . 


隊 還 直線 を 軸 と する 空間 の 回 転 の 下 で 2 点 間 の 距 
離 は 変わ ら な い . よっ て 直線 AB を 軸 に し た 回 転 で 
D を zz 平面 上 の 点 D' に 移し , CP 十 PD の 代わ り 
に CP+PD′ を 考え れ ば よい . 
D' は 
D と AB と の 距離 王 D' と AB と の 距離 
D か ら AB に 下 し た 垂 線 の 足 (Q と する ) 

=D′ か ら AB に 下 し た 垂 線 の 足 
で 決ま る 点 で ある か ら 


ょ り , D=( は モダ すす 。 0) と な る . と の 


うち , AB に 関し て C と 反対 側 に ある D( よ ーー 
で 。0) を と る と 直線 AB 上 の 点 P の うち 
CP+PD′ を 最小 に する P は 直線 AB と 直線 CD 
の 交点 で ある . 

6 の み ギ グー1 

CD" : 3 (>-1) 一 (ター2) テ 0 
を 連立 する こと に より , 求め る P は 
P ニ (2ー/3 , 3 1, 0) 
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日 . 0B ーーーーーーー…… 

3 乗 。 4 条 ,12 乗 する と 1 と な る 科 朱 迷人 体 の 集合 を も 
狗 24。 5。 C と する , 

① 。ー そ と 折 に 


RNNSEZINGRASSRSSSSSSS 


と する と き 


e 三 C, 4, ee を 示せ . 


(2) 集合 どの 要素 は すべ て 集合 4 の 要素 と 集合 お の 要素 の 
aa れる こと を 示せ . 


60080 


92702020RDNORIDNTEDSMRNINAOOBSMSHEISETBBSEBTONGCVKARIANAOSEDSNONGBSZUGOEE520M6SRNAYSSERRSEBRTPINURSR2RREH 


[アプ ロー チ > (1) は , Z, の を 極 形式 で 表す と 簡単 に 解決 し ます . 
(2) で は , C の 12 個 の 要素 を 1 個 ず つ 調 べ る の は ツラ イ . ヶ C の と 
き 4, y" 情 で ある こと に 気がつけ ば ぱ , 別 の 道 が 開け ます . 


(1 ) の を 極 形式 で 表す と 
g 三 cos30" 十 2sin30*。 の 三 cos120" 十 7sin120? 
だ か ら , ド ・ モ アブ ル の 定理 より 
@“ーcos(30"x12) 十 7sin(30"x12)=1 
@ 三 cos(120"X3) 十 Zsin(120"x30)= テ 1 
さら に 
( 放 = {cos(30"-1207 二 7sin(30" 一 1209) 
三 cos( 一 90"X4) 十 7sin( 一 90'"X4) テ 1 
だ か ら , oC, go, の で ある . 
( 2 ) 所 CC と する と き 。 ァ ピー テー1 だ か ら 
アァ ーッ ンー ① 
に 夫 (G 
(の ^ | (2 り (の の 3 学 8 寺 1 
だ か ら , ① よ り , >C は 4 の 要素 xz* と ぢ の 要素 
< の 積 で 表 さ れる . 


[ 注 ] (2) を 一 般 化 する と , z 王 か 9 (2。 か 9 は 正 の 整数 , ヵ 2 は 互い 
に 素 ) で ある と き , 1 の z 乗 根 は 1 の ヵ 乗 根 と 2 乗 根 の 積 で 表 さ れる 
こと が わか る 
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- 正 の 整数 ん に 対し て 。 2 


(z 十 1) の 
GOSs お 9 SI ニー ーー 全 守 2 
由 本 eoS7 の = に GOS 必 の に に < 十 cos 7 の 三 2 
Sim 二 - 
及 
。 72 の . (zz 十 1)9 
sm っ Sim 5 
sin の 十 sm29 十 …… 十 sin 7 の 三 2 
Sm テ 


売 2 レッ 9 は 360* の 症 数 谷 で は な い ? と する . 
[アプ ロー チ > 「 複 素数 の 等 比 数 列 の 和 と ド ・ モ アブ ル の 定理 」 が ヒン ト 
写す 。 


NMNGS30SASSNSRNSRSGDTIST 


る 三 cos の 十 2sin の と お く . 
の は 360* の 整数 倍 で な いか ら , 
タキ 1 mm ① 
で ある . 
ド ・ モ アブ ル の 定理 か ら , 整数 を に 対し て 
三 (cos の 十 ? sin の )“ 三 cos の 十 7 sin を の 


が 成り 立つ . 
EE 
1 十 cos の 9 十 cos 29 十 …… 十 cos 7 の 
ぶ ぁ 三 sin 9 十 sin29 十 …… 十 sin の 
と 3 還 ら の と き 
⑳ 寺 255 
ー1 十 (cos 9 十 ?sin の ) 十 (cos 29 十 7sin2 の ) 
十 で 十 (cos z の 十 7sin 7 の ) 


三 1 二 s 十 ダ 十 …… 中 ZS ⑨] 
等 比 数 列 の 和 の 冗 : 之 1 一 7 け 1 
公式 は , 複素 数 山寺 


列 で も 成り 立つ . 仙一 cos(z 二 1) 一 2sin(z 圭 1) 
(1 一 cos の 一 ?sin の 
エリ 9 zo は り の ) 


の と 
1 一 cos g 三 2sim 2SIn 


@ 計り (62 の 
Sin @ 王 2sim 信 cos 訪 2sin 及 (sin み ーzcos) 
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-。 (z 十 1) の (z 填 1)9 , . . (z 二 1) の 分 子 , 分 母 を 7 
R Sim 2 less 2 十 2Sim 2 ] 倍 し た 


語 6 6 
2 2 


有 (z 十 1)9 
三 2 (ces 十 2sim 2) 
sin 
ク 
が 成り 立つ . 
C。 S』。 は と も に 実数 で ある か ら , 両辺 の 実数 部 , 
虚数 部 を 比較 する と , 証明 すべ き 2 つの 等 式 が 得 ら 


れる . 上 


[ 注 ] 上 と 同様 な 計算 に よっ て 。 B.502 を 処理 する こと も で きる . 
複素 数 平面 で 考え , 点 P。 (を 王 0, 1, 2, …) が 表す 複素 数 を ヵ 』 と 
お く と , ベク トル P。_iP。 (を 1。 2。 3。 …) に 対応 する 複素 数 。 は 
77z 王 みみ 一:- ュ 
(た だ し , 三 0 と する ) と な る 。 


PP。」 は PiP。 を 反 時 計 回 り に 60" 回 転 し , さら に テ 倍 


縮小 し た も の だ か ら 。 (cos60* 二 Zsin60') と お く と き , 


の ぇ + ュ ー の 77 ん 
が 成り 立ち , さら に 
2 の 婦 ー の (カー か が ) デ eg) 
と な る 。 さら に ,。 0 だ か ら 


1ー の "7? 
1 一 々 


が 成り 立つ っ. ここ と で, ド ・ モ アブ ル の 定理 か ら 導 か れる 
の "| テ (cos60"+zsin 609"=( テ ) ー( 証 ) 
を 代入 し て が 。 を 求め る と 。 
(る 0+ 全 うり 


と な る か ら , この 実数 部 と 虚数 部 が それ ぞ れ 点 ヵ 。 の 座標 。 z 座 
標 と な る . 


6Z 67 6 
の s ヵ 三 (が 5/ りり に = 必 7 PC 三 
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に 1 に 1 0 紀 RRBGRGIINAWOEWRRYGSGHRGERSRERRSRNOTRRIRNNRSENHESSRRORNSRNINNSNSNSSIRNRSRSNSRSNE 
ロ 


(1) 方 程 式 ダ + ダ オダ キタ +1=0 …… ① の 両辺 を 


る で 割っ た 式 ダキ <+1 キ ーー0 So ② を 利用 し 


て , ① の 解 を すべ て 求め よ . 
(2) ① の 解 が , 1 の 虚数 の 5 乗 根 で ある こと を 利用 し て 
cos 72"。sin72" を 求め よ . 
(2) で は , 1 の 5 乗 根 の 極 形 式 と ① の 解 を と 比べ る こと に な 
り ま す . 


(1) <= テ 0 は ① の 解 で な いか ら , ① の 解 は 
⑨ を 満た す ぇ と し て 得 ら れる . ② を 


(+ テ ) +(+ ラ ) 1=0 
2 レス 


と 変形 し て , 解く と , 
一 1 
2 


る 


ー1 土 
る 十 さら に ーー 5 ュー0 


と な る か ら , ① の 解 s は 次 の 4 つ で ある . 


ー1 二 75 土 Y10 十 2/5 7 1 一 75 土 710 一 275 7 
4 8 4 


( 2 ) ぷー-1= テ (< 一 1)(<* 十 ダ 十 < ぞ 十 る 十 1) 

で ある か ら , 1 以外 の 1 の 5 乗 根 は の の 解 で ある . 
A2.6II 参 一 方 , 1 の 5 乗 根 を 極 形式 で 表す と 

ぇ 三 cos(727X め 十 2sin(727X め 0 …… の il 《@) 

(を 王 0。 1 2, 3,。 4) で ある . この 中 で , 特に 

る 三 cos 72" 十 2sin72" 
は 実数 部 , 虚数 部 が と も に 正 で ある 1 の 5 乗 根 だ か 
ら , (1) で 求め た 解 の うち 


0HR20858。 の 
4 


3/ 


と 一 致す る . よっ て , 次 の 関係 が 成り 立つ . 
計上 拉 5 Y10 十 275 
3 4 


( 答 ) cos72*= ニ sin72" 王 
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B.50g 一 - 


半径 1 の 円 と に 内 接する 正六 角形 AiAzAaA4A。A。 が ある . 
点 P が 円 どの 周 上 を 動く と き , 
PAi・ 0 5 PA,・ PA。・ PA。 MKSA 


258G2EOECDPO 


ーー ニー ニャ ーーー ムー ニニ 


SAYIKze ン こま っ Sc で 


SSMECHHSSGS826C2EMDSSSSGGYOCPoOGrO7WKNRBSZHUONm 


8600 


こ で は , 1 の 6 乗 根 と 複素 数 の 絶対 値 の 性 質 を 利用 し 
て み ま し ょ う . 少し 難し いか も し れ ま せん が ……. 


較 還 AL A2。 …… , As が 1 の 6 乗 根 
@w 三 cos(60'"X/ 十 7sin(60'"X/ (を 1。 2。 …, 6) 
と 一 致す る よう な 複素 数 平面 を 考え る . 

と の と き , 円 は 中 心 O, 半径 1 の 円 |z|=1 と 
な る か ら , C 上 の 点 P を 表す 複素 数 ヵ は 


ヵ ーcos の 十 7sin 9 ……… ① 
と 表 さ れる . 
P( の と Az(w:) と の 距離 は | ヵ ーg| 
で ある か ら 
7ーPA」・PA……・PA。 
=| ヵ ーgw 2ー wl …… 防 吐 加 隔 記 っ sl ⑨ 
で ある 。. 
一 方 。<ー1=0 の 解 が みみ 。 @。 …… > @ で あ 
る か ら , 因数 定理 より 者 A2.3II 
ダー1= テ (< 一 gw)( タ 一)…… (< 一 @) …… ③ 
が 成り 立つ . で = ニカ と お き 絶 対 値 を と る と 
| ゲー1|=|(⑫ーgw)(2ー@) …… ( ヵ ー@)| 
当 め ゆーw|| み 王 cwl ev | ヵ 一 wl 絶対 値 の 性 質 
4 (A2.5TI) 
と な る . よっ て ,。① を 用 いる と 
7ー| が ー1|=|(cos 9 十 zsin の “一 1 


|cos69 一 1 十 7sin69| 作 ド ・ モ アブ ル の 

ーーy(cos 6 の 9 一 1)* 十 sin*69 定理 

2 一 2cos 6 の P が AA 
と な り , 7 は cos69=ー1 の と き 最大 値 2 ……( 答 ) 寺 人 2As … 人 5A 
を と る の 中 点 の と き 成 

Ua 


[ 注 ] 正六 角形 に 限ら ず , 正 ヵ 角形 で あっ て も , 同じ 結果 に な る . 
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日. | こ 1 | 邊 | SEESeSrreon SRRES0OECERPaE2IGNSRSSESPGTRHE MCESGRSSS53525SZRTSWBGRA6RNRSS 


座標 空間 内 の 球面 S : z* 十 // 十 ダ ニー1 上 に 点 N(0。0。1) 
を と る . zy 平面 を 複素 数 平面 と 考え , 点 ゥ デ ァ 十 2 に 対し 
て 。 上 の 県 則 (2 Y。 2) を 次 の (*) に よう で 対応 きせ 
る . (*) N と を 結ぶ 直線 と 球面 と の , N 以 外 の 交点 
が P で ある . 
(1) ダ 、。 了 。 用 を rr。? ヶ を 用 いて 表せ . 
(2②) | ビビ 2, | |3 を みた す 複 素数 7 ヵ 。 zes に 対応 する S 
上 の 点 を Pi, P。 と する と き , 


PPz= マ | 2 か ー 2| 
を 示せ . 


SN 人 DDGuobtDo 
[ プ ロー チ > (1) で NP と N か ら へ 向う ベク トル は 同じ 向き で す . 
(2) は (1) の 結果 を 利用 し て 計算 する だ け で す . 


(1 ) 点 ゅ ニ ァ 十 z を 空間 座標 で 表し た も 
の を W(y, 2。 0) と する . 
NP と NW は 同じ 向き だ か ら 
TNI 二 No ee: ① 
(20 … の tt… ②) と 表 さ れる . 
① よ り 
OP=7OW+1- の ON 
うぷ まり 
(。 了 ,。 ク )= テ (な , が 。 ユー) 0 ……… ⑥ 
で ある . 
P は 球面 上 に ある か ら 。. 
叉 人 4 上 アタ キク グー]1 000 ietieti… ④ 
が 成り 立つ . ③ の 関係 を 代入 し て 
(な / 十 (/ 十 ロ ー が ジテ 1, 
ここ で ,。⑨ に 注意 する と 


ーー 
ーー ダ マキ の +1 e 
を 得る . 
③ と ⑤ よ り , 次 の 関係 が 成り 立つ . 
2 ツク 
( 答 ) メニ 2 ァ 2 ヶ CE 
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(2 ) 太 三 必 十 7 705 三 Zs 十 295> 
グン 5) P2( 5 2 グ 2 とお. く 
| | テ 2, | gl=3 より 


アア" 十 ー4。 ys/ 十 の "ー9 OO ⑥ 
だ か ら , (1) の 結果 を 用 いる と 
2 ア ュ _ 2 _ 2 三 .95 
| 5 T 5 の 5 
2 > _ の 2 Ce 
FT1 5 イッ 5 2 5 
と 
まつ Ws 


PiP2 ニ (一 生 ) 十 (アッ ー ヤ 7 十 ( グ ター の ア 
ー 斉 【2a ーzz)* 十 (2 カー%)7 十 1) 


ー 訪 13-2(mz+) 同和 あ 0 の = ーー 
一 方 
| か ーs ド (カー) 二 ( カ ー め ) 洋 
三 ( カ ーzs) デ 十 ( カ ー が ) 
己 18 こ 2 の hp00 ope = ⑥ を 用 いた . 
で ある . 
⑦②, ⑧ よ り 


PiPz= 才 | 2 に ーー 2 の 


PP | 2⑰ め 一 2 | 
が 成り 立つ . 時 


[ 注 ] (*) に よっ て , 複素 数 平面 上 の すべ て の 点 , つま りす べ て の 複 
素数 と S 上 の N 以 外 の すべ て の 点 が ちょ うど 対応 し て いる こと に な る 。. 
この 事実 の 延長 上 に , 大 学 で リー マン 球面 (Riemann sphere) と 呼ば 
れる 重要 な 概念 が 展開 され る . 

この 対応 (*) に は , 複素 数 平面 上 の 円 お よび 直線 を 球面 S 上 の 円 に 
うつ すこ と を 含め , 興味 深い 性 質 が 知ら れ て いる . 
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B.B511 一 一 
補 ND60 痢 Wi 机 23 に 洒 か ら 1 枚 の 札 を 取 
り 出 し , 番号 を 見 て か ら 箱 に も どす と いう 試行 を くり 返す . 
回 目 の 試行 で 取り 出し た 札 の 番号 を 双 . と する . 条件 
アテ ズ 」 を 満た す 番号 の 札 が 出る まで 試行 を 続け る と き , 
次 の 確率 を 求め よ . 
(1) 3 回 目 で 終わ る 確率 
(2) 生 三 3 の と き , z 回 目 で 終わ る 条件 つき 確率 
(3) 試行 を 終え を た と き の 札 の 番号 が 5 と き , パー3 で あ 
る 条件 つき 確率 
(1) 回 目 の 試 行 で 取り 出し た 札 の 番号 を 
と する . 
3 回 目 で 終わ る の は 
022 Xs 
と な る 場合 で ある . 
の 値 を きめ る と , 
。 の 取り 方 は 1 から 本 ー1 まで の ( 妨 ー1) 通り 
。 の 取り 方 は 馬 か ら 5 まで の (6 一 ) 通 りあ る . 
Gi の ES の 2 が 


順列 %。 Xs の 起こ る 確率 は どれ も 二 だ か 
ら , 求め る 確率 は 


[a%-06- 寺 < 


5 


4 上 三 3」 多 (2 2 く 3。 0 う 2 の US 95 イダ , 生 3 
ど 「 み 回 目 で 終 と な る 場合 で ある . 


の この よう な 順列 X%。 ……, %。 の 起こ る 確率 は そ 
と する と , 求め 

る も の は れ ぞ れ = た r で あり , また その よう な 順列 の 個数 は , 
4 果 で ある か ら , 求め る 確率 は 


x(272x3)=ー を (を) 


で 5 
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(3) 事象 「 和 =ー3」 を 4, 事象 「⑤ を 取り 出し て 試 
行 が 終わ る 」 を 万 で 表す . 求め る 確率 は 


万 (4)= 
で ある . 
事象 「 馬 ん か つ yz 回 目 で パー5 で 終わ る 」 を 
ヵ で 表す . 


が 起こ る の は , 
=ー76。 2 "の D ダ 。 ュ くん パー5 
と な る 場合 で あり , その 確率 は , 


PC の ー メ (40 


で ある . 
どー リル る 人 41 ぢ = テ UPxs 


で あり , 事象 万 ,4( ヵ 2。 1 ミミ 5) は 互い に 排 反 で 


ある か ら 。 pg) は 
人 4 1) ニ 7(ZPxs) 作 (5) 十 ア (3) 
co の 022 填 ア (万 4) 十 ア ( 太 記 ) 十 … 
ー 放 g と 限り な く 足 し て ゆく こと を 
= 計る ( 全 汗 すなわち 
(0 当 7(g) 
ー 語 の 一 co の と き の 極 限 で ある . 
ト 議 (数 学 由 で 学ぶ 概念 で ある ) 
ア ( ぢ ) ニ 2 2! /( ぶ の 
j5 co (を 1) に * 
2) 
_ー ぐ 1 
ー- 呈 5(6 一 ん ) 
WAN 1 間 各 
Rie 
137 
300 
ゆえ に 
p(4 ニ 4ng) _ 20 


P(g) 137 
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ある 試験 に は 問題 が 10 題 あ り , 各 問 に 答 が 5 個 ず つ 用 意 
され て いて , 生徒 は その 5 個 の どれ か 1 つ に 〇 を つけ て 答 
える も の と する . わか ら な い 問 題 に は で た ら め に 印 を つけ 
る も の と し て , 4 問 正解 の 答案 を 書い た 生徒 は 実際 に は 何 
題 わ か っ て いる と 考え る べき か . 生徒 が ちょ うど ? 問わ か 
っ て いる と いう 事象 を 万 , で 表す (0 ミ 7 ミ 10) こと に し て 次 
の 各 仮 定 の 下 に 答え よ . 

(1) ア (。) テ ア ( 万 」) ニ EC テア (io) 


(2) 各 間 が わか る 確率 は 独立 に き で ある 


PURESGERAOYKOOSCSEHGE の TroCZeceESuzmTNSYaRGOROHC2SSt 還 っ ERCATCSAONN2OSKARTS2S た SNS 


4 問 正解 と いう 条件 の 下 で 7 題 わ か る と いう 事象 の 確 
率 , ならび に わか る 問題 数 の 期待 値 を 求め ます . ベイ ズ の 定理 (B.310) 
を 思い お こし て 下さ い 、. 


(1) 4 題 正解 と いう 事象 を 4 と する 。. 
。(4) は 1 題 も わか ら な い 生 徒 が で た ら め に 
印 を つけ て 4 題 当 た る 確率 だ か ら 
当たる 問題 の 選 (4)=nC( 計 ) (全便 () 
び 方 が :C。 通 り 


と な る . 同様 に し て 
わか ら な い 問 題 > が (4)=Ci( さ 
9 題 か ら 当 た る 
問 3 題 を 選ぶ (4=eC4( 


。(4) =Ci( 


am の co)( す - 半 


ま 7 だ 5 生計 10 記 な る 52 (に Ai し くく は 
5 問 以 上 正解 す 双 (4) テ 0 
る は ず だ か ら IRO 訴 さ NG 
バイ ズ 多 』 
ベイ ズ の 定理 参 (5 pa62 ) (4) 
5800 %P(g) (4) 
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_ P(g) Pa(④) 


EC 反 
る PCg) (の 
で ある . (1) の 仮定 の 下 で は 
84 
(5 一 5 が 74( ち りー 9 
_140 
(ーー ア 』( 太 3) ニ 時 
P(z= 生 。P(g)=0 (5s7S10) 
人 4 4 566* と ? = 三 と を 三 
10 
より , 求め る べき 期待 値 2 (7 は 
1989 4…… 
2.454 
と な る . すなわち 。 約 2.5 題 わ か っ て いる と 考え ら 


れる . 


( 2 ) の 仮定 の 下 で は 
(go=eC( テ ) (0 2 10) 
で ある か ら , 計り 


09 940 


ア ,( 万.) ニー ュー 


5 56432 


6300 
56432* 
26250 


(と りー ニモ 6432* P,( 万 0 (5 ミ 7 ミ 10) 


0 
と な り , 求め る 期待 値 3 4(E)・7 は 


p(g)=21000 


74(gー 56432 


と な る . すなわち , 約 3.2 題 わ か っ て いる と 考え ら 
れる . 
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日 . = に 】 Spot 


コイ ン を 投げ て 表 が 出れ ば 右 へ 1 進み 裏 が 出れ ば 左 へ 
填 1 進む と し て , コイ ン 投 げ の 試行 回 数 ヶ を > 軸 に , その 時 
の 位置 。 を ヶ 軸 に 取っ て , その 進行 状況 そ グ ラフ に し た も 
の を 道 と 呼ぶ こと に する 。. 

(1) (0。 0) か ら (30, 20) に 至る 道 の 総数 を 求め よ . 

(2) (0, 0) か ら (30,20) に 至る 道 (0。0)。 1, s), …… 5 
(29, sz), (30。20) が , 途中 で は 常に x 軸 より 上 側 。 す 
な わ ち , ふ 。 ss。 …。 sse0 と な っ て いる 確率 を 求め よ . 


Eh で SPPamsrcTEYizsE2IKIDI2CSaonasnRMT2SS22YSRaSomf5hec0RRS 人 REOGCTGSESOUONODNE 


ERR 


ES 


ラン ダム ・ ウ ォ ー ク (乱歩 , 酔 歩 ) の 問題 と 呼ば れる も の 
で す . (2) で は 余 事象 に 注目 し ます . 


(1) 表 が ヵ 回 , 裏 が 2 回 出 た と すれ ば ぱ , 
表 を 何 回 目 で 出 (0, 0) か ら 出 発し て (⑰ 十 9, カー の ) に 至り , また そ 
すか 。 その 選び 才 の よう な 道 の 総数 は 。』。C。 で ある . 
方 の 総数 よっ て , (0。0) か ら (2。 7) に 至る の は , 回 の 


りー | 計 うち 表 が 回 出る 場合 で あり ,。 その よう な 道 
の 総数 W ヵ は 
10 


で ある . よっ て , 本 間 で 求め る 総数 は 
Ao.s0 に s0C5s 

ove る 財 

( 2 ) (0, 0) か ら (2,。 %) (た だ し 交 >0) へ 至る 

道 so 三 0,。 si。 …… > 3S ヵ 王 22 の う ち で 。 ji。 55。 

Po > 0 と な っ て いる も の の 数 を 求め る こと に 

39 の き 

まず , ーー1 で な けれ ば な ら な いか ら , (1, 1) か ら 

(2。 7) へ 至る 道 に な っ て いな けれ ば な ら な い . そ 

の よう な 道 の う ち , 軸 と 共通 点 を 持つ も の は , (1, 

1) か ら 進ん で 最初 の 共通 点 ま で の 道 を , ヶ 軸 に 関し 
図 を 描い て みて 双 て 対称 に 反転 すれ ば , (1。 一 1) か ら (2, Z) に 至る 
下さ い . 道 を 与え る . 逆 に 。(1, 一 1) か ら (2。 7%) に 至る 道 
>0 だ か ら 途 邦 は 逆 の 操作 に よっ て , (1,1) か ら (2。 娘 ) に 至る 道 


中 で > 軸 と 交わ で あっ て ヶ 軸 と 共通 点 を 持つ も の を 与え る . 
る . 
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すなわち 
回 1) か ら (2, 人 
で ヶ 軸 と 共有 点 を も つも の 
8 半 la, ーD から 
と な っ て いる 。 


一 方 , (1, 1) か ら (722) に 至る 道 は 。 グ ラフ を 左 

と 下 に それ ぞ れ 1 ザー 平行 移動 する と , (0, 0) か ら 潮 図 を 描い て みて 
( ヵ ー1, 太一 1) に 至る 道 に な る か ら , その 総数 は (1) 下さ い . 

で の 考察 より A。_i ぁ -: で ある 。 

同様 に (1, 一 1) か ら (2%。 7) に 至る 道 は , (0, 0) 
か ら (一 1, 十 1) に 至る 道 と 同一 視 す る こと より , 

その 総数 は Mizr」 で ある . 

以上 より , (1,1) か ら (%。 7) に 至る 道 で も あっ て  “Q①, 1” の 代り 


軸 と 共通 点 を 持た な いも の の 総数 は に 70. 0)" 
7 カー コー ルカ =1zT1 と 言っ て も 同じ 
こと に な る 。. 


ーー1 し ァ キ 2 一 1 し 
ここ で (1) 同様 ヶ 王 の ヵ 填 9, 7 三 カ ーg な る ヵ 9 を 用 
いて 計算 を 進め る と 

王 ぁ +g-1C ゅ ューp+g ュ 1 しゅ 


_ (2+9 一 1)! (2 一 1)! 
( ヵ -1)!2! 7 が!(2ー1)! 


_ ゅ ー@ (0⑫ 寺 の)! 。 (2 寺 の ! 

- ヵ Tg 7 が 2! 2 
ー 2257 ん // 有 4 
還 Ao (Q) の 解答 参照 ) 


と な る . よっ て , (0, 0) か ら (%。 娘 ) に 至る 道 が 途中 
で z 軸 と 共通 点 を 持た な い 確率 は と な る 。 と く 


に , % 三 30。 7z 三 20 の と き , その 確率 は 
2 


3 


研究 | (0,0) か ら (2z, 0) へ 至る 道 の う ち (1) js, sz。 …… > sz コジ 0 
と な る も の (2) も > Szz- 且 0 と な る も の の 総数 を それ ぞ 
れ 求 め て みよ . 


1 1 
(@ っ リー (2) っ Tr es し aoZe る ) 
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チェ ビシ ェ フ の 定理 (B.324) を 用 いて 。 次 の 定理 を 示せ : 
1 回 の 試行 で 事象 4 の 起こ る 確率 が ヵ で ある 場合 
この 試行 を 独立 に z ヵ 回 くり 返す と き 事 象 4 の 起こ る 回 数 
を 25 と すれ ば 
2 > ダ 。 。 
任意 の 正 数 に 対し て limP( =-』|<<)- 
が 成立 する . (大 数 の 法則 ) 
本 問 で は 数 列 の 極限 が 登場 し て いる . 数 学 四 で 学ぶ 概念 


で ある が , 何と か の みこ ん で も ら え る で あろ う . 数 学 II の 該当 部 分 を 
学ん だ 後に 立ち もち どっ て も よい だ ろう . 


用 の 起こ る 回 数 , は 2 項 分 布 (2。 の ) に 従 
うか ら , その 平均 , 標準 偏差 は 
72 王 2 の, の デ 279 (2 デニ 1 一 が 


PSNSISSSRSRNEKKSNSRGSS030 の 7742SBRREESRSSRESRSARRSNSSSNSN 


608NKRTYIMCAGIDRONNASSGESROESSREOSRAGDSGDNKG23N 


90D25MS2A5 が 0 


で 与え られ る . 
数 に 対 し 
1 
9 MX P(| 補 ー 刀 | く 47222 ) ま 1 一 


と で あり , 左辺 を 書き か える と 
LO (BE 


と な る . いま , 任意 に 与え られ た 正 数 e に 対し , 上 


の 4 を 

位 =。 すなわち 2ーe/ 廊 
と と れ ば 
ds)f(| 錠 に ュー 前 …… (*) 


か の と は 2 に よら な い 数 な の で zz 一 oo の と き 


数 学 軸 「 は さ み 区 (*) の 右辺 は 1 に 収束 する . よっ て 。 左辺 も 1 に 収 
打ち の 定理 」 束 す る . 自 


と と る 】 


_|O. 探究 入 


本 篇 で は , 数 学 B に 登場 する 数 学 的 概念 の うち , 


教科 書 や 中 級 の 参考 書 で は , さり げ な く 通 り 過 ぎ て い 
る (ある い は , 無自覚 に 飛ば し て いる ) も の 

や 
「 指 導 要 領 」 の 制約 の た め に , 本 来 の 自然 な 発展 的 記述 
を 中 断 さ れ て いる も の 


を , 意欲 の 高い 読者 の た め に , 項目 別に まとめ た も の で ある 。. 


と ころ に よっ て は ,。 理解 に 困難 を 感 ず お こと も ある だ ろう が , 
あま り 神 経 質 に な ら ず に 。 何 回 も 繰り 返し て 読ん で も らい た い . 
自分 の 興味 の ある 項目 を , ひろ い 読 みす る だ け で も , も ちろ ん 良 
い . 


な お ,。 読者 の 利便 を 考慮 し て 。 本 シリ ー ズ 「 大 学 へ の 数 学 ニュ 
ー ア プロ ー チ 」 (数学, 数 学 A) の 項目 を , 一 部 重ね て 収録 し た . 


クダ 6 


) (5.1 ベク トル の 線型 独立 性 ( 


I. A1.3 V で 説明 し た よう に ,。 平面 ベ バク トル Z, の が 0 で な く 
か つ 互 い に 平行 で な いと き , の と め ぢ は 線型 独立 また は 1 
次 独立 で ある と いう . 式 を 使っ て 正確 に 表す な ら , の 6 とら ひ 
が 線型 独立 と は 

eZ 十 8)=0 と 人 つ 2=2=0 mt ⑪) 
が 成立 する こと で ある . 
0 


1* 2 #=(]) と する と , 
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が 
で ある か ら , と 5 は 線型 独立 で ある . 


2* 2= #=(?) と する と , 


eg+85 =0 < っ ( )= っ e=g=0 


gg+ 6 0 ゃ っ (1 の) < っ 4T29=0 


で ある か ら , と 5 は 線型 独立 で な い (線型 従属 と いう ). 


IL. 空間 ベク トル の と き は , (1) の か わり に 
g2 十 2 め 十 7 と ー0 を ge= ニ 6-ー7 テ 0 ……… 償 
と な る . 図形 の こと ば で 直観 的 に いい 表す な ら , 3 つの ベク ト 
ル が 線型 独立 で ある と は , 同一 平面 上 に な い ,。 と いう こと で あ 
る . 
皿 . 一 般 に ヵ 個 の ベク トル の, の, …… loY の 
Oh2 に 22 に な bh 二 み の デ 0 を つる ニ w テ ーー… あ 三 0 
が 成り 立つ と き , これ ら は 線型 独立 で ある と いう . 線型 独立 な 
ベク ドル は 平面 で は 2 つま で 。 空間 で は 3 つま で し か と る と こと 
が で き な い . 
4 次 元 以 上 の 「 高 次 元 空間 」 は , 線型 独立 な ベク トル が 4 本 
以上 と れる 世界 に ほか な ら な い . 


C 篇 (探究 篇 ) レア ん 4 


 ) (@. 司 成分 表示 の より 深い 意味 ( 


高校 数 学 の 標準 的 な 記述 に 従っ た 。 ベク トル の 成分 表示 の 意 
味 に つい て は , A1.4。 A1.7 で 述べ た . ここ で は 。 指導 要領 を 超 
えた 立場 か ら , 成分 表示 の 意味 を 解説 する . 

平面 上 に 線型 独立 な ベク トル の , 2 が 与え られ る と , 任意 の 
ベク トル 2 が , 適当 な 実数 z。 ヶ を 用 いて 

アル だ たき /72】 GE (*) 
と 表す と と が で き , し か も , この よう な ァ 。 ヶ の 組 は , た だ 1 つ 
し か な い . 

送 に , 実数 *,。 ヶ が 与え られ る と , これ に 対し (*) を 満た すべ 
クト ル の が た だ 1 つ 決 まる . 

し た が っ て , ベク トル 7 と 実数 の 組 (x, 7) の 間 に , 1 対 1 対 
応 が で きる . この (>, ヶ ) を , ベク トル の の 成分 表示 と 呼ぶ の で 
ある . この 対応 は , 線型 独立 な ベク トル Z, 2 が 与え られ た と 
き に 決ま る も の な の で , 詳し く は "2Z, 2 を 基底 と する , の の 成 
分 表示 " という. 高校 数 学 で 一 般 的 な 成分 表示 は , この 基底 が , 
座標 軸 と 同じ 向き の ,。 いわ ゆる 基本 ベク トル の 場合 と いう こと 
門 で きろ 

さて , yy 平面 で た と えば 
⑳60M00M AN(3。 BU 000 40 も 

Ne OB の 肌 0=(p 
と お く と , c の 成分 表示 は , 高校 の 流儀 で は 
3 
と な る が , も し , , 2 を 基底 と する 成分 表 
示 を 考え る な ら 


闘 (2 。 1]1) O| る 
と な る . (c テ 2〆Z 十 の だ か ら で あ る /) 
一 般 に , 高校 の 意味 で の ー(, ヶ ) と 表示 され る ベク トル が , 
Z, 5 を 基底 と し て ( ズ , ) と 表示 され る と する と 
り 三 ダ ゥ 十 了 ) テ ズ (3, 1) 十 了 了 (1, 2) ニ (3 アオ ア +2) 
1 ァ ー3 ダ 二 了 て 
ッ ー ズ ダ 十 2 と 
と な る . つま り , Z, 2 を 基底 と する 成分 表示 と g, e。 を 基底 
と する 成分 表示 は この よう な 単純 な 変換 で 結ば れる . 


クダ 8 


(@G. 如 ベク トル 方 程 式 


と いう 基本 事項 を すでに 学ん で いる が , 同じ く 「 ベ クト ル 方 和 
52 と 呼 ば れ な が ら 直 線 の 場 合 に だ け , 任意 の 実数 値 を と っ て 変 
化す る 媒介 変 数 7 が 含ま れ て いる こと を , 不審 に 思う 読者 は い 
な い だ ろ うか ? 

実は , 平面 の ベク トル 方 程 式 で も , 媒介 変数 を 含む 形 は ある . 
実際 , 補間 g 上 に 1 点 P。( ヵ 。 と , @ に だ 平行 で し か も 互い に 平行 
で な い ベ クト ル ZZ, 5 を と る と , 

点 P が 平面 @ 々 上 に ある 
を - み PiP が 々 と ちの 線型 結合 で 表せ る 
と いう 関係 か ら 

ヵ ー カ o 王 72 十 み の 

ヵ ー 7 カ o 十 7 十 z6 

を 得る . ここ で , 4。 z を , 互い に 独立 に すべ 
て の 実数 値 を と っ て 変化 する 媒介 変数 と 考 
えれ ば , これ は , 平面 々 の ベク トル 方 程 式 で 
ある . 

反対 に , 媒介 変数 を 含ま な い 直線 の ベク トル 方 程 式 は な い だ 
ろう か ? 

一 般 に 空間 に お ける 直線 は , 交わ る 2 平面 の 交 線 と し て 表 き 
れる の だ か ら . 「 初 め に あげ た タイ プ の 平面 の 方 程 式 を 2 つ 連 立 
すれ ば よい 」 と いう の が ひと つの 答 だ が ,「 そ も そ も , 媒介 変数 
を 含ま な い 方 程 式 の 方 が , 不 自然 な の で ある 」 と いう こと も で き 
る .。 と いう の も , 


2・( ヵ カー ヵ カテ 0 
が , "7 を 法 線 ベ クト ル と する 平面 " を 表 
す ,。 と いえ る の は , 考え て いる ベク トル の 全 
体 が 空間 で ある か ら に すぎ ず , も し , 平面 べ 
クト ル の 世界 で この 方 程 式 を 考え る な ら , 
“Z を 法 線 ベ クト ル と する 直線 ” を 表し て 


5 


いる こと に な る か ら で あ る . 


う ) 思 4⑳ 外 積 ( 


5 坦 O(0, 0), A( ァ 。 り 2 月 B(? の) の 作る 3 角形 の 面積 が 
lx"ー〆 ッ | で 与え られ 絶対 値 の 中 味 一 〆 ッ が 行列 


層 ン ) の 行列 式 に 等 し いこ と は 有名 で ある . それ で は 座標 補 
間 の 4 点 が 作る 4 面体 の 体積 は どう 表 さ れる だ ろう か . これ を 
考え を る に は ベク トル の 外 積 と いう 概念 が 有効 で ある . 
空間 ベク トル Z, 2 に 対し 次 の 3 つの 性 質 を も つ ベ クト ル の 
を と っ の の 外 積 と 呼び % ニ ZXo と 書く . 
1′ め は と っ の に 直交 する . 
2" | の | は 婦 , の を 2 辺 と する 平行 四辺 形 の 面積 1Z|lz| 
sin の に 等 し い . た だ し の は と の の な す 角 で ある . 
3” ZZ, の ,。 の は 右手 系 を な す . すなわち 右手 の 親指 . 人 さ し 
指 。 中 指 を Z, の , の の 向き に それ ぞ れ 合わ せる こと が で 
きる . 


この と き 次 が 成立 する (証明 は 単純 な 計算 だ け で で きる の で 省 
略す る ). 
り ベ メタ データ XX の 
Z X( の 十 の 2 ニ ZX の 十 X の > 
Z X(Z の ) 王 @(Z メカ) 
1 0 0 
@」X ep @% た だ し ao a-[ ae) 
0 0 ll 
eX es 三 @。 
esX g ュ 王 @p 
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これ ら の 公式 を 用 いる と 
(> 二 e> 十 る es)X(z む 十 の @s 十 ダ @3) 
ー(% タ ダー る ) @」 十 (zzー ダ ァ ) es 十 (zg アク) es 
を 得る . すなわち 


2 の 2 ダー の る 
M/ の 提 の 4 コグ 20 ! 
2 ン と Z の 一 グ 
が 成立 する . 


さて ZZ。 の 。 の を 3 辺 と する 図 の 
よう な 4 面体 OABC を 考え る . 


に 3 
と 3 
で | 


底面 OAB の 面積 は IX の | で あり , 〆ZXx 7 は 底面 に 垂直 


だ か ら , ZX の と の の な す 角 を の と し て 4 面体 OABC の 体 
積 し は 
ルー を |Zx の los 9| 
(の 8): 訪 | 
6 


と 表 さ れる (cos 9 く 0 か も 知れ な い の で |cos 9 の | と し た ). 実は 


ア の 7 
3 次 正方 行列 [| ? が が |] に 対し 
と ン 2 人 請 っ 全 謗 に 


996 の 人 
三 ぅ > ?ー| の 7 | w 三 | の 
る に の 


で 定まる , (zX2 の )・ め を この 行列 の 行列 式 と 定義 する の で ある . 
する と 冒頭 に 述べ た 3 角形 の 面積 と 2 次 正方 行列 の 行列 式 と の 関 
係 が 3 次 元 に 拡張 され る こと に な る . これ を さら 記 高 次 元 化 する 
の は 大 学 で 学ぶ 線型 代数 に 譲ら ね ば な ら な い . 
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) 8. 局 回 転 曲面 ( 


高校 の 数 学 B で 扱わ れる 曲面 は 正式 に は 。 平面 と 球面 だ け で 
ある が , それ 以外 で も 簡単 な も の は 考え る こと が で きる ,. 最も 典 
型 的 な の は 曲線 を ある 直線 の まわ り に 回 転 し て で きる 回 転 曲面 
で ある . ここ で は その 方 程 式 を 作っ て みよ う . 

yz< 空間 に お いて ,。 zz 平面 上 に 。 有 曲線 日 

G2 デ 6 の 0 


が 与え られ た と き , C を る 軸 の まわ り に 回 転 Ei 
し て で きる 曲面 ぐ を 考え る . 

空間 内 の 点 P(z。 ヶ , <) が ,。 曲面 S 上 に あ 
る た め に は , P と 同じ 高き さ に あり , < 軸 か ら の O 二 


距離 が 等 し い 点 P。 を zz 平面 上 , >>0 の 部 分 
に と る と , P。 が 曲面 じ 上 に ある こと か が 必要 十 
分 で ある . P。 の 座標 は 
(yz 十 77。0。 る 
で ある の で , この 条件 は 
デア (ツキ が が) ……| (*) 
と な る . し た が っ て (*) が S の 方 程 式 で ある . 
る 平面 上 , 半 直 線 = ァ (>=0) を 回 
転 し て で きる 円 すい 面 の 方 程 式 は , 
ーッ 2 十 92 
*s 平面 上 , 放物線 <= ァ * を 回 転 し 
て で きる 曲面 の 方 程 式 は , 
<ー ッ “ 十 み ^ 


と なわ ア 4 


) @. 佑 対称 式 と 交代 式 ( 


[1 ] (>, ヶ ) を > と ヵ ヶ の 多項式 と する . > と ヶ を 入れ 換え て も 
式 の 形 が 変わ ら な いと き , すなわち , (>, ? ヶ ) と 7( ヶ , >) が 
同じ 多項式 で ある と き , 7/(x,。 2) を * と 2 の 対称 式 と い 

う 。 また だ, (ゆめ の が 一 (2 の と 一 致す る と き , 7(%。 め の 

を の と の | 先代 式 訪 らい う 

ア 7( ヶ 。 2 ヶ ) は 対称 式 で - つ (2, ァ ) テ 7(z。 2) 
7(,?) は 交代 式 を - つ 2, *) テ ー7(Z, の) 
た と えば 。 ァ 十 み の, WW は 対称 式 。 アー の は 身 代 臣 で ある 。 

次 の 事実 は , 経験 的 に 知っ て いる だ ろう . 


[定理 1] ) 対称 式 7(>, ヵ ) は , > 十 ヵ と xg の 多項式 
と し て 表せ る . 

2) 交代 式 7z, 2 ヶ ) は , ある 対称 式 2(z,。 ヶ ) を 用 いて , 

7(Z。 の ) ニ ( ァ ー め の )・9(y。 の) と 表せ る . 


証明 : (1) た と えば 1 次 式 
げ (z。 の) ニ 2Z 十 の み 
が 対称 式 と な る た め の 条 件 は 2Zz 十 の 2 三 2》7 十 の 
すなわち gg の で あり , この と き 
7(Z。 の りーg( ァ 十 め の) 
な る 。 ま た 2 次 式 
プア (z。 9 の) テ ez" 十 2yy 十 の 2 の" 
が 対称 式 と な る た め の 条 件 は , 
@Z" 十 の xy 十 の 7 の 27" 十 62 十 の 7y" 
すなわち 2 デ の で あり , この と き , 
プ (Z。 9)ー% ァ " 十 9 の の 十 6x 
と な る . 同様 に 
げ (z。 7 の) ニテ gZ7" 十 py 十 の gy7 十 の の 
が 対称 式 と な る た め の 条 件 は ,。 2= ニ 〆, の 2 王 の で あり , この と き 
7(Zz,。 の ーー の の" 十 の 十 2zy(z 十 の ) 
と な る . 同様 に , 一 般 に 対称 式 /(>。 ヶ ) は 
7 の の 7 2 ト の ッ の ド グ の ンー の の 5 や の 
の 多項式 と し て 表せ る . そこ で 次 に , >" 十 ヶ "(z 三 1, 2, …) を 
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ァ 十 ヶ と xy で 表す と と を 考え よう 。 と ころ が 
が 7F/” ーー( 生 の (7 の ー2(02HW9 
で ある か ら ,。 zz“ 二 7 を ァ 十 と zz で 表す に は 。 ァ ” 二 g 
と y2 二 の 2 を ァ 十 み と xy で 表し て お け ば よい . この 作業 
を くり 返せ ば 次 数 が 次 第 に 下がり , 結局 *" 十 92/ と z 十 を 
ァ 十 2 と xy で 表す と いう 自明 の 問題 に 帰す る . 
以上 に より 1) が 証明 され だ た. 


(2) 7(Z,。 の の テー, ァ ) に ヵ ー ァ を 代入 する と 
/(。 の ニー バァ ふみ) とこ 7055 p) デ 0 
と な る . し た が っ て , 因数 定理 に より , 
7(z, 9 の ) ニ (マー9) 9(Z。 の) 
の よう に 因数 分 解 で きる . この と き gz,。 2) が 対称 式 の 定義 を 
満た すこ と は 明らか で ある . これ で (2) が 示さ れ た . 時 


こと で 2ー ァ 十 ヶ 。 05 王 yy と お く と 。2。 の は y。 ヶ を 2 根 と す 
る 2 次 方 程 式 どー27 十 5 三 0 の 係数 と な る . また ( ァ ー” を 
と ヵ で 表し た も の 〆ー45 が , 2 次 方 程 式 の 判別 式 で あっ た . 


2 | >, 2, る 々 の 対称 式 ・ 交 代 式 も 同様 に 定義 され る . す な わ 
ち , ァ 。?》, る の 多項式 /(z, ヶ ,。 る <) に お いて , どの 2 つの 変 
数 を 入れ 換え て も 式 の 形 が 変わ ら な いと き 対 称 式 と いい 。 
符号 が 変わ る と き に 交代 式 と いう . また 定理 1 に 対応 し て 


[定理 2] (1) 対称 式 7/(。 9,。 る <) は , ァ 十 2 十 る , 
2 十 2< 十 る 。 z2< の 多項式 と し て 表せ る . 

(2) 交代 式 7/(z, 2。 <) は , ある 対称 式 9 の (> 2, <) を 用 い 
Go の る) 三 ( の の (92 この)7000025 2 

の 


が 成立 する . ここ で 2 テッ ァ オ z 十 <,。 の ーzy 十 2? 々 十 <。 c 王 る は 
ァ ,。 2 の 。 る を 3 根 と する 3 次 方 程 式 の 係数 と な る . な お , 

(一 の *(》ー る (<ー ァ )*( こ れ は , y。 9, < の 対称 式 ) を 2。 の , c で 
表し た も の を , 3 次 方 程 式 の 判別 式 と いう . 


ク 5 タ 


) 四 3 角 不 等 式 ( 


ァ , ヶ を 実数 と する と き 。, 不等式 


隊 十 還 eIRlMIN」 。 2 6 
は , その 両辺 を 2 乗 し た 式 

(ep 下 (2 国有 | や ミミ | 
と 同値 で ある か ら , 任意 の 実数 に 対し て 成立 する 「 絶 対 不等式 」 


で ある . 
この よう に ① の 証明 は 易しい が , その 命名 の 由来 や 「 意 味 」 は 
複素 数 の 範囲 で 理解 する 方 が よい . 


複素 数 = ニ ァ 十 に 対し , 
|z|=YZ7 オ 7 
Q( テ + 7 寺 め の) と 定め る . これ は , 原点 と 点 (z, の 
の 間 の 距離 で ある か ら , 左 図 の よう 
ーッ 。 に 点 P。Q を と り , 
5 ダー ニア 二 め と お け ば , 
ee |z|=OP, | に PQ 
ンー |s 々 エタ |=0Q 
-. と な る 。 
し た が っ て , よく 知ら れ た 関係 
OQEOP+PQ 
か ら , 
悦 貴 応 国 閥 間 隊 し | ーー ② 
を 得る . 


符号 は , 3 点 0。 P。Q が この 順 で 一 直線 上 に 並ぶ と き に 成立 
する .。① は ⑨ の 特別 な 場合 で あり , これ ら を 「3 角 不 等 式 」 と い ぃ 
2 

また , 複素 数 の 絶対 値 は , 次 の 性 質 を も つ . 


に 1 コレ と に チチ 3 
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 ) (@. 3 次 方 程 式 の 解 の 公式 ( 
(カル ダー ノ の 解法 ) 


3 次 方 程 式 
g7" 十 pz7 十 cy 十 の 三 0 …… (*) 
に お いて ,。 yy ニテ ズーo と 置換 する と, 
g( 二 @! 十 60( 二 の * 十 c( ズ オ @ の ) 十 の = テ 0 
ZX? 二 (32g 十 の ) ダ パ 十 (32gZ 十 26 み 十 c) ダ 
十 (2@ 十 ZZ 十 cg 十 の ) テ 0 
と 入 の WICBAGYS 40 の 


の 
ビー 方 ーー ーー 
32@ 十 の 60 すなわち oe 32 


と 定め る と , ダ に つい て の 3 次 方 程 式 に お いて , ダ * の 係数 が 0 
が の 
さら に , 両辺 を z で 割れ ば , ぶ に つい て の 方 程 式 は 
3 十 ヵ ダーg テ 0 志 き (9e (**) 
( ヵ , の は , 初め に 与え られ た 6, 2, c。 の で 定まる 定数 ) 
と いう 形 に な る . 天下 り 的 だ が ,。 ここ で 


錠 三 み 半 タ 。。。 の 写 ① 
94 
(gz 十 の )" 十 が (z 十 の ) 十 9 テ 0 
が 十 ゲ 十 の 十 (z キ go)(8242 寺 の 呈 0。。 。、 マサ ②⑨ 
が る 。。 レ だ が っ て 
旧 rs9 2 ③ 
29 二 の ニ ーー の erses ④ 


と 満た す z。 。 を 見 出せ ば ,① に よっ て が 求め られ る . 
さて , ③ よ り 


で ある の で , ⑧' と ④ よ り ?, の "は, に つい て の 方 程 式 
カ 2 
ど + の ー() =0 


3 
の 2 解 で ある . 


の の (人 ( 多 9 (49 7 
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と し て も 一 般 性 を 失 な わな い . そし て ヵ 2 が, 
NGONNSS = 。 
(⑳+( り so (④ 

を 満た す 実 数 で ある と き は , 
の の 4 人 0 の 8 の の 0 店 / の IN 
1 1 還 ll 2 ll 
の 実数 の 立方 根 を 2。。 ) と お く と , z。 2 の 値 が 
ZZ 王 @。 @ の 。 の" 結 
ーッ az (の は 1 の 上 数 立方) 
と 求め られ る が ,。 これ か ら 導 か れる 9 組 の (z。 2) の うち ,② を 
満た す も の は , 
(z。 の = テ (e。 の , (ze, 8 の, (2 の 7 の) 
の 3 組 に 限る . この よう に し て , 3 次 方 程 式 (* *) の 3 解 
ダテ ゥ g 十 /。 go の 十 の 7。 gg の 7 十 2 の 
が 得 ら れる . た と えば , 3 次 方 程 式 
上 6 ダ +2=0 


の 解 は 
メー ザ 2 一 が 4 。 が 2 ゥ ー ダ 4 の 7。 が 2 ゲー ダ 4 の 

で ある 。. 

以上 は , タル ター リャ (N. Tartaglia, 1499 ? 一 1557) に よっ て 
発見 され , カル ダー ノ (G. Cardano, 1501 一 1576) に よっ て 公開 
され た 3 次 方 程 式 の 解法 で ある . 

読者 は , ② か ら , ③, ④ を 導く 部 分 に ,「 単 な る 十分 条件 の 変形 
で は な いか ? 」 と いう 疑問 を も つか も し れ な い が , 任意 の 複素 数 
を, 2 数 の 和 の 形 (①) で 表現 する 際 , その 2 数 の 積 に ③ と いう 
条件 を つけ る こと が で きる の で ,。 初め か ら ③ が 仮定 され て いる 
と 考え て , か ら ④ を 導 け ば よい . 

な お , (z。 2) に つい て 6 組 の 不適 解 が 生じ た の は , ⑨③ か ら 6 
へ の 変形 が 同値 変形 で な いた めで ある 。. 

極め て 興味 深い こと に , ここ で 述べ た 解法 は , 条件 ( 芝 ) が 満 
た され な い 場 合 , た と えば , z* 王 15 ヶ 十 4 に 対し て は , 逆説 的 な 
結果 に 導く . (因数 分 解 に よる 解法 と 比較 し て みよ .) し か し , 
この 逆説 の 発見 が 。 虚数 の < 実在 性 > の 認知 の 大 き な 契 機 と な っ 
た の で ある . 
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 ) (@. 思 複素 係数 の 方 程 式 
(代数 学 の 基本 定理 ) 


高校 の 範囲 で は , 少数 の 例外 (mo あ " B.214) を 除い て , 方 程 式 の 
係数 は , 実数 の 範囲 に 限定 され て いる . し か し , た と え を 係数 が す 
べ て 実数 で あっ て も , 解 が 実数 の 範囲 に 存在 せ ず , 複素 数 の 世界 
に いっ て 初め て 見 つけ られ る , と いう 例 は 。 すでに 2 次 方 程 式 に 
お いて 経験 し て いる で あろ う . (た と えば , z* 十 ァ 十 1 三 0) 

で は , 係数 の 範囲 を 複素 数 に まで 一 般 化 し て , 2 次 方 程 式 

gy* 十 z 十 c テ 0 
を 考え た ら , 複素 数 の 集合 より ,。 も っ と 広い 数 の 集合 の 中 に その 
解 が 見 出 き れる, と いう 可能 性 は な い の だ ろう か ? た と えば ゆば, 
方 程 式 z? 十 2z 十 1 王 0 の 解 は 。 どう な る で あろ うか ? 
話 が . この よう に 具体 的 に 与え られ れ ば , 解決 は 難し く な い . 
穴 , 上 の 方 程 式 は , 


(x 十 2) パーー2 
と 変形 され る こと か ら , 複素 数 の 範囲 に 
ァ ー( 一 1 土 72 )7 


と いう 解 が , 見 出さ れる . 

一 般 に , 任意 の 複素 数 g キ 0 に 対し ,。 ダーg を 満足 する 複 
素数 が 2 個 存在 する . これ ら を 形式 的 に Ye と 表す と いう 約 
束 を すれ ば , 2 次 方 程 式 2Zz* 十 yz 十 c テ 0 の 解 の 公式 
ー の 土 ツ ゲー4gc 

2 の 


Z 三 


は , g, の c が 複素 数 の 場合 も 成り 立つ と いえ る . 

この よう に し て , 2 次 方 程 式 を 通し て 複素 数 以上 に 一 般 的 な 数 
が 現れ る 可能 性 は , 否定 され る . 実は , 方 程 式 の 次 数 を いく ら あ 
げ て いて も , 事態 は 変わ ら な い . つま り , z 次 方 程 式 は 複素 係数 
で あっ て も 複素 数 の 範囲 に z 個 の 解 を も つ . これ は , 19 世紀 の 
初め , ガウ ス に よっ て 初め て 厳密 に 証明 され た . 今日 ,「 代 数 学 
の 基本 定理 」 と 呼ば れ て いる . 
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各 項 目 の 事項 を 記載 し て ある 箇所 を 示す の に , 
A 篇 (基礎 理論 ) に 関し て は 。 小節 の 番号 と 共に ( ) 内 に ペー ジ も 


B 篇 (演習 問題 )。 C 篇 (探究 ) に 関し て は , 当該 番号 の み を 示し て 
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東海 大 学 教授 , 東京 大 学 理学 部 名 准 教 授 

学生 時 代 に すでに 数 学 教育 の 重要 性 を 認識 。 本 
書 の 前 身 「 東 大 へ の 数 学 ] を 執筆 , 研究 教育 ・ 学 
術 行政 の 要職 の 合間 を ぬっ て , 数 学 教育 国際 委員 
会 日 本 代表 , 文部 省 教育 課程 審議 会 委員 , 数 学 オ 
リン ピッ ク 財 団 理事 長 な ども 歴任 され , 数 学 教育 
に 関し 国際 的 ・ 国 内 的 に 活躍 し て いら っ し ゃ いま 
9 


な が お か りょう すけ 
腕 介 
放送 大 学 教授 
「 東 大 に 入っ て 最も 良かっ た こと の 1 つ は 藤田 
宏 先 生 に めぐ りあ えた こと 」 と いう こと で 。「 大 学 
へ の 数 学 」 と の 出会い も , 藤田 ゼミ 時 代 . 技術 的 
数 学 に 飽き た ら ず , その 意味 を 求め て 「 数 学 史 と 
数 学 教育 に さま よい 込ん だ 」 と いう こと で , 今 で 。 計 2 
は 「 趣 味 は 数 学 教育 」 だ そう で す . 浴 
東大 や 早 大 で も 講義 を な さっ て いる の で , 先輩 
た ち に は , 先生 に 習っ た 人 も いる か も し れ ま せん 
出 8/ 
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千葉 工業 大 学 工学 部 教授 
明快 な 関数 解析 の 講義 に 引か れ て 藤田 ゼミ を 選 
び , 初め て 非線形 微分 方 程 式 論 と 出会っ て 以来 , 
現在 まで その 研究 を 続け て いら っ し ゃ いま す . 
先生 の 目標 は , 研究 面 だ け で な く , 大 学 に お い 
て 数 学 を わか りや すく 教え る と いう 点 で も , 藤田 
先生 に 近づく こと と の こと で す . その た め に も , 
高校 数 学 の 実状 を 再 確認 で きた 本 書 の た め の 仕事 
は 非常 に 有益 だ っ た そう で す . 
の の の 研 文 書院 の へ へ 
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